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Механика есть наука о движенж. Начинал съ прост^й- 
шаго, механика изучаетъ сначала движен1е точки, зат^мъ 
переходить къ разсмотр'&н1ю движен1Я совокупности точекъ, 
въ конечномъ или безконечно-больгаомъ числ*, составляющихъ, 
такъ называемыл, системы. 

Занимаясь разсмотр'&нхемъ двиген1я системъ, механика 
въ частности разсматриваетъ движенхе т4лъ, т. е. совокуп- 
ностей точекъ, заполняющихъ н-Ькоторые объемы и лежащихъ 
на ограничивающихъ ихъ поверхностяхъ. Въ этомъ случае 
механика сначала преднолагаетъ разсматриваемыя ею т^ла 
твердыми или неизм'Ьняемыми, разум'бл подъ твердымъ т'Ь- 
^ ломъ такое, разстоян1е между каждой парой точекъ котораго 
все время остается неизм'&ннымъ или, следовательно, такое, 
которое не можетъ деформироваться, независимо отъ т-Ьхъ при- 
чинъ, которыя могли бы вызывать его деформацш. Зат^мъ 
механика переходить къ разсмотр-Ьнхю движенхл, такъ назы- 
^ ваемыхъ, изменяем ЫХЪ Т'Ьлъ^ ограничиваясь, впрочемъ, въ 
Л этомъ случае тйми или другими предположен1Ями относи- 
тельно свойствъ этихъ т-Ьлъ, опред4ляющихъ ихъ возможныя 
<^ деформащи. 

Такимъ образомъ, механика устанавливаетъ методы, даю- 
о Щ1е возможность съ большимъ или меньшимъ приближешемъ 
^ изучать движензя дЬйствительныхъ т'блъ природы. 
^ Механика сначала разсматриваетъ движешя независимо 

отъ причинъ, подъ вл1яшемъ которыхъ эти движен1Я про- 
^ исходятъ; отд']^лъ механики, занимающ1йся такимъ разсмо- 
^ тр'Ьшемъ движен1й, носитъ назван1е кинематики. Зат^мъ ме- 
ханика переходитъ къ разсмотр4н1ю движешй въ зависимости 

1 
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отъ причинъ, производящйхъ этя движен1Я9 или оть, такъ на- 
зываемыхъ, силъ; этотъ отд'&лъ механики пааывается кинети* 
кой и делится въ свою очередь на два отд']&ла: динамииу« 
которая занимается изучен1емъ вопроса о движении въ т:Ьс- 
номъ смысл'Ь слова, и статику, которая разсматриваетъ уело- 
В1я покоя или равнов']&С1я точекъ и т']^лъ подъ д'6йств1емъ 
силъ. 

Мы начнемъ предлагаемый курсъ съ кинематики, но пред- 
варительно остановимся на разсмотр%н1и н'^^когорыхъ общихъ 
свойствъ векторовъ и ихъ моментовъ, которыя будутъ намъ 
служить основан1ями посл'Ьдующаго изложен1я. 
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ВВЕДЕН1Е. 
О векторахъ и ихъ моментахъ. 

1. Векторомъ будемъ называть отр']^зоБъ, заданный по 
величине и по паправлев1ю. 

Векторъ въ прострапств-Ь определяется, если задать: 

1) положеше, прямой I (черт. 1), на которой онъ распо- 
ложенъ; 

2) точку Л этой прямой, изъ которой онъ проведенъ 
или, какъ говорятъ, его точку приложен1я; 

3) его направлен1е на этой прямой, 
и 4) его величину V. 

Мы будемъ обозначать векторъ илв двумя буквами, на- 
ирим^ръ А и В, поставленными въ его начал* и въ его 
конц*, или одной V, выражающей его величину. 

По отношенш къ координатной систем* прямоугольныхъ 
осей въ пространств*, векторъ можетъ быть заданъ посред- 




Черт. 1. 

•ствомъ задан1я координатъ его начала и конца, ибо эти ве- 
личины, какъ не трудно убедиться, вполн* опред*ляютъ вс* 
выше перечисленные элементы, опред^ляюпце векторъ. 

Обозначая координаты точки приложешя вектора черезъ 
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(черт. 2), а координаты его конца черезъ 

И называя проекщи этого вектора на оси координатъ черезъ 

X, Г, г, 

мы будемъ им^ть 

X = а?2 ^1 

^=Уч—Ух 
2 ^= г^ — ^х 

откуда видимъ, что, для задан1я вектора относительно пряно- 




1 П1 



О^й, 



ее 



■>^ 



.-^* 



Черт. 2. 



угольной координатной системы, достаточно задать коорди- 
наты его точки приложен1я и его проекщи на оси координатъ- 

2. Моментомъ вектора относительно какой-нибудь точки 
будемъ называть векторъ, проведенный изъ этой точки по 
перпендикуляру къ плоскости, проходящей черезъ нее и дан- 
ный намъ векторъ, направленный такъ, чтобы, вставь по его 
направлен1ю и смотря въ его точку приложен1Я, мы ъщ^ш. 
его направленнымъ сл'Ьва направо, и численно равный про- 
изведетю изъ величины вектора на его разстоянхе отъ дан- 
ной точки. 
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Моментъ вектора V относительно точки О (черт. 8) бу- 
демъ обозначать символомъ 

И, въ такомъ случае) называя разстоан1е отъ точки О до 
вектора V черезъ 

^удемъ им4ть 

Изъ приведеннаго опред-Ьлешя момента вектора относи- 
тельно точки видно, что его численная величина равняется 




Черт. 3. 

удвоенной площади треугольника, построеннаго на этой тоя&'к 
и на данномъ вектор'Ь, ибо 



и следовательно 



АОЛВ = 



М^{Г) = 2А0ЛВ, 



Изъ изложенпаго сл4дуетъ, 

1) что моментъ вектора относительно точки, лежащей на 
немъ или на его иродолженаи, равняется нулю, 

и 2) что моментъ вектора относительно точки не изме- 
нится, если переместить его точку приложешя по его на- 
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правлен1ю или, если перем'Ьстить точку, относительно кото- 
рой моментъ берется, по прямой, параллельной данному век- 
тору. 

Моментомъ вектора относительно какой-нибудь оси бу- 
демъ называть проекцхю на эту ось момента дапиаго вектора^ 
относительно какой-нибудь точки данной оси. Обозначая мо- 
ментъ вектора V относительно оси I (черт. 4) символомъ 

приведенное опред'1лен1е мы можемъ выразить равенствомъ 

гд4 о есть произвольная точка разсматриваемой оси. 

Чтобы установить приведенное опред^леме, необходима 
доказать однако следующую теорему: 

Теорема. Моме^тьъ вектора относительно оси не зави- 
сишь отъ выбора точки оси, относительно которой онъ бе- 
рется. 

Для доказательства этой теоремы, проведемъ черезъ точку 
О плоскость Р, перпендикулярную къ оси 1^ построимъ 




проекщю 



аЬ 



Черт. 4. 



на эту плоскость разсматривае- 
маго нами вектора и навовем'ь 
уголъ, образуемый моментомъ на- 
шего вектора относительно точки 
О съ осью I черезъ 



Мы будемъ шАтъ 
Мг {У) = М^{У) Со8^ = 2Д ОАВ Сов^^ 



2Д ОаЬ, 



а такъ какъ изъ приведеннаго нами построенш видно, чта 
площадь треугольника ОаЪ, который является проекц1ей 
на плоскость, перпендикулярную къ разсматриваемой нами 
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ОСИ, площади треугольника ОАВ^ не зависитъ отъ положенхя 
точки О на оси, то предложенная теорема доказана. 

Условимся считать моментъ вектора относительно оси 
подожительнымъ, если онъ будетъ совпадать съ ея направле- 
нхемъ, и отрицательнымъ въ противномъ случае. 

Изъ изложеннаго сл-Ьдуетъ, что моментъ вектора относи- 
тельно оси обращается въ нуль, если векторъ и ось, отно- 
сительно которой онъ берется, лежатъ въ одной и той же 
плоскости, ибо въ такомъ случае векторъ или пересЬкаетъ 
ось и тогда его момептъ относительно точки встречи съ осью 
равняется нулю, а, сл-Ьдовательно, онъ равняется нулю и 
относительно любой точки оси, или же векторъ параллеленъ 
оси и тогда его проекщя на плоскость, перпендикулярную 
къ оси, равняется нулю, а, следовательно, равняется нулю и 
площадь треугольника, построеннаго на этой проекщи и 
соответствующей точк4 оси. 

3. Аналитическое выражен1е момента вектора относи- 
тельно оси. Положимъ, что имеемъ некоторый векторъ 

координаты точки приложен1я котораго (черт. 5) суть 

^, У. ^, 




ЛЛ^ 



Черт. 5. 

а проекщи на оси координатъ 

X, Г, 2. 

Проектируя векторъ АВ на плоскость ХОУ и называя его 
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проекщю на эту плоскость черезъ аЬу по предыдущему мы 
будемъ тижкть 

ДС^(ТО = 2ДОа6, 

а такъ какъ 

ОаЬ = ОЬй — Оас — саЪд, = 
= \ [{Х + х){У+у)-ху-{Т+2у)Х]=\{Тх-Ху1 

то 

Мг{У)=1х-Ху. 

Зам^тимъ^ что полученное выражен1е момента вектора 
относительно оси 0^ выведено въ предположен1и, что век- 
торъ аЬ направленъ вправо отъ прямой, идущей изъ начала 
координатъ въ начало этого вектора, т. е. когда разсматри- 
ваемый нами моментъ, согласно вышеприведенному условхю, 
положительный. Если бы проекщя вектора АВ на плоскость 
ХОУ имФла положен1е 

то мы нащли бы, что 

Д ОаЬ, = ^(Ху- Ух), 

но въ этомъ случае моментъ разсматриваемаго нами вектора^ 
согласно вышеприведенному услов1Ю, былъ бы отрицательнымъ 
и значитъ мы йм'Ьли бы, что 

М,(V) = — 2^0аЬ,, 

а, следовательно, и въ этомъ случае нашли бы, что 

М,(Т)=Ух-Ху. 

Такимъ образомъ, полученное выражеше момента вектора 
относительно оси 02 им4етъ общее значенхе. 

Разсуждая совершенно такъ же, мы найдемъ моменты век- 
тора V относительно другихъ координатцыхъ осей и, обозначая 
эти моменты соответственно черезъ 

Ц Ж, -2^, 
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М = Му(Г) = Хг — 7.х 

N = Мг (У) =^ Тх — XI/ 



(1) 



Обозначая ввт^мъ номентъ вектора относительно начала 
координатъ черезъ 

И принимая во внииаше, что, согласно опред']&лен1Ю момента 
ъектора относительно оси, мы будемъ им^ть 

м=о,Со8(а. 7) 

N=0,008(0,2) 
получимъ, что 

о, = м,{Т) =1/ь*^ + -Мч:г^ 

н, следовательно, что 

Зам4тимъ, что формулы (1) влекутъ за собою равенство, 

x^'\-тм-\-2N=о, 

которое, впрочемъ, можетъ быть написано и непосредственно, 
на основан1и взаимной перпендикулярности вектора и его 
момента относительно любой точки, а, следовательно, и отно- 
сительно начала координатъ. 

А. Теорема. Моментг вектора относительно какой-нибудь 
оси равняется суммой момента этого вектора относительно 
другой осщ параллельной данной^ и момента относительно 
первой оси того же вектора^ прилооюеннаго кг какой-нибудь 
точкгь второй. 
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Такъ вакъ за одну изъ координатныхъ осей мы межемъ 
принять любую прямую въ пространстве, то, не нарушая 
общности предложенной теоремы, мы можемъ доказать ее 
для оси ОХ. 

Возьмемъ дв-Ь координатныя системы прямоугольныхъ осей 

0ХГ2 и 0,Х, Г,2„ 

оси Еоторыхъ попарно взаимно параллельны и положнмъ^ 
что координаты точки приложенхя н-Ькотораго вектора V отно- 
сительно первой изъ нихъ суть 



а относительно второй 



^, У, ^, 



^1, Уг^^г 



Назовемъ координаты начала второй системы относительна 
первой черезъ 

?, т^, С, 



ч.' 


1. 
> 


X. р. 1, 




^ 


% ^-Ц. ОС 


1 ^ 


Черг. 6. 



проекцш нашего вектора на оси воординатъ череаъ 

X, I', 2 

и его моменты относительно осей первой системы черезъ 

Х, Ж, IV, 

а относительно осей второй черезъ 
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Въ такомъ случА'к мы будемъ им^ть 

им*]^ же въ виду, что по изв^стнымъ формуламъ аналити- 
ческой геометрхи 

получимъ 

а такъ какъ, при нашихъ обозначен1яхъ, 
и 

щ - г; 

представляетъ изъ себя моментъ относительно ОХ вектора г;, 
приложеннаго къ точв']^ О,, то мы можемъ написать^ что 

что и доказнваетъ предложенную теорему. 

Цосл^^днюю формулу мы можемъ представить подъ видомъ 

Х = Х. + 2;т]-ГС, 

а разсуждал относительно другахъ Еоордиватныхъ осей такъ же^ 
вакъ мы это сделали относительно оси ОХ, получимъ 

Ж = Ж, + ХС — ^Гс 

N=N,^^г-x■^^, 

и такимъ образомъ будемъ им1>ть 

ж, = ж-(xс-^^) I . . . . (2) 
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Теорема. Момептг вектора^ относительно какой-нибудь 
точки, равняется геометрической суммть момента детого 
вектора, относительно какой-нибудь другой щочки и момента, 
относительно первой точки^ тою же вектора^ прилооюеннаго 
ко второй, 

Такъ какъ любую точку пространства можно принать за 
начало прямоугольной координатной системы, то, нисколько 
не нарушая общности предложенной теоремы, мы можемъ 
доказывать ее для началъ двухъ прямоугольныхъ координат- 
ныхъ системъ, оси которыхъ взаимно параллельны. Сохраняя 
обозначен1Я, принятыя при доказательстве предыдущей теоремы, 
мы можемъ написать 



или, принимая во впимапхе результатъ этой теоремы, 



а такъ какъ 



Х. + Ж. + ЛГ,=:Ж„,(Г) 



то мы будемъ им-бть 



что и доказываетъ предложенную теорему. 

5. Объ относительномъ моментЪ двухъ векторовъ. По- 

ложимъ, что мы им']^емъ два вектора 

АВ = V, 
и 

ев = т\, 

расположенныхъ на осяхъ ?! и /д (черт. 7). 

Если черезъ точку С оси 1^ проведемъ плоскость Р, пер- 
пендикулярную къ этой оси, и построимъ проекщю аЪ на эгу 
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ПЛОСКОСТЬ вектора АВ^ то, согласно опред%лен1Ю момента 
вектора относительно оси, мы будемъ им']^ть 

■ М1^(Г,) = 2А СаЪ. 

Соединивъ зат4мъ точки С и 1> съ точками Л и В е точки 
(7 и 2) съ точками а и Ъ, иы получимъ два тетраедра 

СПАВ. 



построенный на векторахъ 



V, и Т; 




Черт. 7. 
и 

СВаЬ, 
построенный на векторахъ 

причемъ, если условимся обозначать объемъ тетраедра, по- 
строеннаго на векторахъ 

символомъ 

то будемъ им4ть 



V, и Г„ 



Vо^{V,, Г,) = го1(У,,аЪ); 



съ другой стороны 



, . -^^ , . А СаЪ . Уг 
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Д(7ай 
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(3) 



Разсулд^ая совершенно также относнтельно оси 1и мы 
получимъ, что 



М П^ \ — б^оЦТУ То) 



(4) 



Относительнымъ моментомъ двухъ вевторовъ будемъ на- 
зывать ушестиренный объемъ тетраедра, построендаго на 
этихъ векторахъ, а установивъ это опред^леше, видимъ, что 
^рмулы (З) и (4) выражаютъ следующую теорему. 

Теорема. Момептг вектора относительно какой-нибудь 
оси равняется относительному моменту даннаго вектора и 
какого-нибудь вектора, построеннаго на данной осщ раздгь- 
ленному на этотъ векторъ. 

Найдемъ аналитическое выражен1е относительнаго момента 
двухъ векторовъ. Положимъ, что наши векторы отнесены къ 
прямоугольной координатной системе въ пространстве (черт. 8) 
и пусть координаты точки приложен1я вектора V^ суть 

^П У\1 ^1» 

•его проекцш на оси координатъ суть 




Черт. 8. 
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тсоординаты точки приложен1я вектора V.^ пусть будутъ 

^2> У 2'» ^2 5 

^ его проекц1и на оси координатъ 

1Г V 7 

-Л. 2» -'•2' '^З' 

При этихъ обозначеБ1яхъ по общей формул-Ь ^) для объема 
тетраедра въ коордипатахъ его вершинъ мы будемъ им4ть 



ооКУ,, У,) = — \ 



^1 ; 2/1 ; ^1 ; 1 

•^2 ч У^ 5 ^2 5 1 

^2 + ^2; 2/2+1^2; ^2 + ^2; 1 



оттуда, вычитая изъ элементовъ второй и четвертой строкъ 
полученнаго определителя соотв-Ьтственно элементы его первой 



1) Если вершины тетраедра суть 

и если мы условимся обозначать его объемъ символомъ 

Л^ А2 Л^ А^у 

сопровождаемымъ знакомъ +, если наблюдатель, стоящ1й по направлен1ю 
отр-Ьзка 

Л ^2 

будетъ вид^Ьть отр-Ьзокъ 

направленнымъ сл^ва направо и знакомъ — въ противоположномъ слу- 
чае, то 



Лх ^о ^3 Л = — -^ 



Весьма изящный выводъ этой формулы принадлежитъ французскому мате- 
матику Е. Ьисаз и заключается въ сл'Ъдующемъ: 

Положимъ, что им'Ъемъ 8 точекъ въ прострапств'Ь 
Аи Ап ) -^8 



Х!, Уъ 


^1; 


1 


^2; Уг; 


н 


1 


я?з; Уг; 


^з; 


1 


ха, Уа; 


2^; 


1 
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И третьей строкъ и разлагая ^зат^мъ этотъ определитель по 
элементамъ его четвертой колонны, получнмъ 



ьоНУ, Т-.) = -4 



Хг'-, УГ, *,: 1 

X,; Г,; 2,- О 

^2? ^2? ^2» 1 

-Хз*, Уа"» ^25 О 



^.; 


^г-, 


2. 




^2? 


У,\ 


^2 


+ 


X,; 


У.\ 


^, 





Ж,; 


у и 


^. 


^,; 


Ул 


^, 


X,; 


у.; 


^. 



(черт. 9), лричемъ координаты точки 

Л,, суть ж,, у. г?,. 

п найдемъ отношен1е объемовъ тетраедровъ 

А^ А.2 -Л-з -Л4 

И 

^5 ^2 -4з Л 

Эти объемы относятся между собой какъ ихъ высоты, что же касается 



21 


» "Л, 'Л, 


/ 


л "*«.л. 


/ 


л,\ ж 



V 



Черт. 9. 
иосл'Ьднихъ, то он'Ь суть разстоян1Я точекъ 

^1 П Лг^ 
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Такимъ образоиъ, найдемъ относительный иоментъ вев- 
торовъ У^ и 1^2 подъ видомъ 

6го1{Г„Г,} = 

или, принимая во вниыаше равенства 

и 

подъ видомъ 

его1(У„Г,) = 

Зам^тимъ^ что, тии^я аналитическое выражен1е относитель- 
наго момента двухъ векторовъ, мы можемъ очень легко найти 

отъ плоскости, проходящей черезъ три точки 

Такъ какъ уравнеше этой плоскости можетъ быть представлено подъ 
видомъ 

х; у ; а; 1 

^2> 2/2> ^2> 1 

л?з; Уз; ^з; 1 
а^*; Уа; ^4, 1 



= 0, 



(5) 



то, на основан1и общей формулы для разстояшя отъ точки до плоскости 
высота тетраедра 

Лх А.2 А^ А.^ 
будетъ 

^1; г/ь г^, 1 

1 ^2; ^2; ^2; 1 

^ л^з; г/з; 2з; 1 

л?*; 2/4; 2^; 1 



п 



тж^ N есть параметръ плоскости, опред']^ленный уравнен1емъ (5), или 

, _ (1, 2, 3, 4) 
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аналитическое выражен1е момента даннаго вектора относительна 
любой оси. Съ этою ц'Ьлью стоитъ только взять произвольный 
векторъ на этой оси, вычислить относительный моментъ этого 
и даннаго памъ векторовъ и полученное выражепхе разд'Ьлить 
на выбранный векторъ. 

6. Подъ системою векторовъ мы будемъ разуметь совокуп- 
ность векторовъ, какъ-нибудь расположенныхъ въ пространств']^. 

Главнымъ векторомъ данной системы будемъ называть 
геометрическую сумму ея векторовъ. 

Главнымъ моментомъ данной системы, относительно какой- 
нибудь точки, будемъ называть геометрическую сумму момен- 



еслп подъ симвоюмъ 

(а, Э, Т, о) 

вообще будемъ разуметь онред^литель вида 



Высота тетраедра 
будетъ 



^5 Л2 Аз А^ 
(5, 2, 3, 4 



К^ 



N 



и, сл'Ьдовательно, мы будемъ имЬть 

А,А2АгЛ^_ (1,2,3,4) 



Л^ Л2 А^ Л^ 
точно также найдемъ, что 



(5,2,3,4) 



Л,Л2АгЛ^ _ (5, 2, 3,4) 
А.Л^ЛгЛ^ (5,6,3,4) 

Л Л ^3^4 ^ (5,6,3,4) 
^5 ^6 ^7 А^ (5, 6, 7, 4) 

А,А,Л,А, _^ (5,6,7,4 ) 
А, А, Л: Л, (5, 6, 7, 8) 



(6) 



(7> 
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товъ, относительно этой точки, вс^хъ векторовъ разсматрн- 
ваемой системы. 

Положимъ, что мы им^емъ н']&которую систему векторовъ 

отнесенную къ прямоугольной систем* координатныхъ осей 




Черт. 10. 

въ пространств-Ь (черт. 10) и назовемъ проекщи на оси 
координатъ вектора 



черезъ 



Хг , 1г у ^г ^ 



Перемножая равенства (6) и (7), получимъ 

^1^2 Л ^4 _ (1,2,3>4) 
ЛьА^АчАь (5,6,7,8)" 

Если теперь положпмъ, что точки 

лежать на осяхъ координатъ въ разстоян1яхъ единицы отъ начала и, сле- 
довательно, им'Ьютъ своими координатами соотв'Ьтственно 

(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1), 
а точка 

А, 

ВЪ начал'Ь координатъ и им^отъ, следовательно, координатами 

(О, О, 0), 
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моментъ этого вектора, относительно начала координатъ, через'ь 

а его проекщи на оси координатъ или моменты разсматри- 
ваемаго вектора, относительно координатныхъ осей, черезъ 

Назовемъ зат^мъ главный векторъ нашей системы через'ь 

В, 
его проекщи на оси координатъ черезъ 

X, Г, г, 

главный моментъ этой системы относительно начала коорди* 
натъ назовемъ черезъ 

а его проекщи на оси координатъ черезъ 

X, Ж, Ж 



то будемъ им']^ть, что 



Л.^ А.^ ^а.^ ^8 — — /• ' 
О 



гд*]^ знакъ — поставленъ согласно вытеприведенному условхю относительна 
знана символа, выражающаго объемъ тетраедра; съ другой стороны, вь 
такомъ случа* 

1; 0; 0; 1 

0; 1; 0; 1 

0; 0; 1; 1 

0; 0; 0; 1 



(5,6,7,8) = 



1 



и, сл']^довательно, мы будемъ им-Ьтб 



л^ Л2 Лг л = 



(1,2,3,4) _ 1 
6 ~" 6 



л?!; Ух; 21; 


1 


я?2; 2/2; 2,; 


1 


хг; у%, 2в; 


1 


л^4; 2/4; 24; 


1 
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Въ такомъ случае, согласно приведеннымъ опред'к1ешямъ, 
ны будемъ им-Ьть 

^=т;+т,+ +1^ 

^о=<^^1,о+ ^«,0+ +0п,о 

и следовательно 

«=П |=П |'=П 

«=1 <= 1 1=1 

X = 5" и, м = '1* Мг, к= 2" ^у-г . 

•=1 г=] «=1 

Теорема Вари110на. Моментъ^ относительно какой-нибудь 
осщ геометрической суммы векторовъ, проведенныхг изъ одной 
и той же точки пространства^ равенъ суммгь моментовЪу 
относительно той оюе оси, векторовг разсматриваемой си- 
стемы. 

Им'Ья въ виду, что любая прямая можетъ быть принята 
за одну изъ координатныхъ осей, не нарушая общности пред- 
ложенной теоремы, доважемъ ее для оси ОХ. 

Положимъ, что мы им^емъ систему вевторовъ 

ТУ 7*1 

г\ 

у, 




Черт. 11. 

проведенныхъ изъ точки А, Еоордияаты которой суть 

X, у, г. 
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Въ такомъ случа*]^, сохраняя вышеприведенныя обозна- 
чен1я, мы можемъ написать, что 

Ьь = ^гу — Уь г 
и, следовательно, что 

(=М %^=1П «=и 

«=1 «=1 •=•1 

ИЛИ 

• =1 

откуда видимъ, что 

ж^(2г) = Жа:(То+ж,,(1;) + + Мх{}\\ 

что и довазываетъ предложенную теорему. 

Теорема. Момептъ^ относительно какой-нибудь точки^ 
геометрической суммы векторовъ^ проведенныхъ изъ одной и 
той же точки пространства^ равняется геометрической 
суммгь моментовъ этихъ векторовЪу относительно той же 
точки. 

Въ самомъ ^^^л^Ь, написавъ равенства, выражающгя пре- 
дыдущую теорему для вс4хъ трехъ координатныхъ осей: 

Му(11) = Му{Г,) + Му (7,) + -^Му(Гп) 

Ж. (Е) = М. (70 + Ж. (Г,) + -^-М,{Гп). 

мы будемъ им^ть 

м^В) = м;(Г^^'Щг'^+ -^'Щхпу. 

что и доказываетъ предложенную теорему. 

Зам'Ётимъ, что, согласно принятымъ нами обозначенхямъ^ 

1=1 1=1 «=1 
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и зяачитъ, для системы векторовъ, проведенныхъ изъ одной 
и той же точки пространства, мы будемъ им4ть, что 

Ь = Мх{В), М^Му (В), К = М, (В) 

и, следовательно, что 

а, = Мо(В), 

откуда видимъ, что только что доказанная теорема можетъ 
быть формулирована сл^дующимъ образомъ. 

Главный моменть, относительно какой-нибудь точки^ си- 
стемы векторовъ, проведенныхъ гьзъ одной и той же точки 
пространства^ равняется моменту^ относительно данной 
точки, главнаго вектора разсматриваемой системы. 

7. Теорема. Главный моментъ системы векторовъ^ отно- 
сительно какой-нибудь точки ^ равенъ геометрической сумм^ь 
ея главнаго момента, относительно какой-нибудь другой 
точки, и момента^ относительно первой точкщ главнаго 
вектора данной системы, приложеннаго ко второй. 

Положимъ, что мы им^емь систему векторовъ 
Г,, Г,, 7п 

(чер. 12) и назовемъ ея главный векторъ черезъ 

В, 
а ея главные моменты, относительно кавихъ - ннбудь точекъ 
Л и В, соответственно черезъ 

На основаши последней изъ теоремъ 4° 4, мы будемъ им^ть 



Жд(Г,)=М,(Г,) + ЖЛГ.)з 



жл П) = М^, ( 7,)+ жл т^,)* 



М^^ ( Гп)=М^ ( Гп )+М^, ( Гп)в 
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Свладывая же геометрически эти равенства почленно 
между собой, на основан1и опред^ленхя главнаго момента 




Черт. 12. 

системы векторовъ относительно точки и предыдущей теоремы, 
получимъ 



что и доказываетъ предложенную теорему. 

Положимъ теперь, что разсматриваемая нами система 
векторовъ отнесена къ прямоугольной координатной системе 

1\ 






X. 



% 



■х- 



о: 



.--1Г 



Черт. 13. 

(чер. 13) И назовемъ проекцш на оси координатъ ея глав 
наго вектора 



черезъ 



X, Г, 2, 
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а проевщи на эти оси ея главныхъ моментовъ 

(то и (тс , 

относительно начала координатъ и относительно какой-нибудь 
точки С съ координатами х^ у, ^, соответственно черезъ 

X, 31, X и 2.,, М^, К^. 
Такъ какъ, на основанхи предыдущей теоремы^ 



0, = вс + М,(В)с, 
то 

Ос = 'о~ - Щ(И)с 

и следовательно 

М,=М— {Х^ — Щ 
1^, = Х—{Ух — Ху) 

н 

О. = 



... (8) 



Разсматривая полученное выраженхе, мы видимъ, что 
главный моментъ системы векторовъ, относительно какой-ни- 
будь, точки, завысить^ вообще говоря^ отъ координатъ послед- 
ней и, следовательно, изменяется, при переходе отъ одной 
точки пространства къ другой. 

Въ частномъ случае, если главный векторъ системы рав- 
няется нулю, т. е. если 

Л = О, 
а следовательно и 

мы видимъ^ что 



а 



'-^с 



= |/'2:»+Ж*^ + Л^^ = (?о. 
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откуда завлючаемъ, что въ этомъ случае главный момептъ 
системы вевторовъ, относительно всЬхъ точекъ пространства, 
остается однинъ и ткиъ асе. 
Мы будемъ предполагать, что 

В : о 

и постараемся просл'&дить вышеупомянутое изм'бнеше глав* 
наго момента системы вевторовъ, при изм']Ьнен1и точен, отно- 
сительно которой этотъ моментъ берется. Съ этой ц-блью 
прежде всего найдемъ такую точку пространства, относительно 
которой разсматриваемый главный моментъ будетъ им^^ть наи- 
меньшее значеше; этотъ вопросъ сводится къ отыскан1ю т111-а 
функцш, стоящей подъ корнемъ выражешя (9), или къ оты- 
скашю тш-а функщи 

? (^. У. ^). 

опред']^ляемой равенствомъ 

9 {х,у,^) = [ь-{2у - У,)]'+ [М- {Х.^ - Хх)\'+ 

Поступая по общимъ правиламъ дифференщальнаго исчис- 
лешя, мы будемъ им^ть 

% = 2 ( М- {Х^-Их )) г-2 [N- {Ух ~Ху)] У=0 



'^^-^2[N-{Xx-Xу)]X-2\^-{2^у-Уг)\X^0 
^^=2[Ь-{гу-Т>)]У-2[М-{Х^-2х)\Х={^ 



,(10) 



откуда видимъ, что значенхя координатъ, дающ1я разсматри- 
ваемой функщи наименьшее или наибольшее звачен1е, должны 
удовлетворять уравнешямъ 

Ь - (Ху - у 2) _ м- (Х^-2х) _ N '-(Тx-Xу ) .. -х 

X '~ У ~ ~ /. • • ^^^^ 

Чтобы р-Ьшить, будутъ ли, опред'Ьляемыя такимъ образомъ, 
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значен1я координатъ обращать разсматриваемую нами функ- 
щю въ шах. или шш., составимъ выраженге полнаго диф- 
ференщала второго порядка этой функщи. 
Мы будемъ им-ЬтБ 





5- = 2^^+2Г^ 






|^- = 2Х' -Ь 22^ 






^ = 2Р + 2Х-^ 




дхду ~ 


-2^^;^^;т-=-2^^^ 


9-ср 

дхдх 



22Х 

оъох 

и, сл4довательоо, получимъ 

й^ср = 2 \{2' + У') Лх" + {^'' + ^') Ф' + 
+ ( Г^ + Х^) ег^^ — 2 ХУ сгл;г/у — 2 Г^сгус/^ — 2^^Х йМх 

или 

й^ср = 2 1 (Хе^г/ — У(1х? + ( Гг/-^ — Шу)'' + (^^/^ — Хсгг^)^ |г 

откуда видно, что 

й'^ср > О 

и, следовательно^ разматриваемая нами функщя, при значе- 
н1яхъ координатъ, удовлетворяющихъ уравненхямъ (11), при- 
нимаетъ наименьшее значен1е. 

Уравнен1я (11) представ ляютъ изъ себя уравнейя прямой 
и легко могутъ быть приведены къ обычной формЬ этихъ 
уравненШ подъ видомъ пропорц1и. 

Въ самомъ д-Ьл*, разсматривая первое изъ уравненШ (10)^ 
изъ коихъ получены уравнен1я (11), мы можемъ представить 
его подъ видомъ 

Мг— КГ— ХХ2 — УХу + У^х + ХЬ- = О, 

откуда, прибавляя къ л'Ьвой части и вычитая изъ нея по 

Х^г, 
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получвмъ 

и такимъ образонъ будемъ им'Ьть 

X ^^, —А ^, 

Точно также изъ второго и третьяго нзъ равенствъ (10) 
найдемъ 

./ _ ^^^ ^^ уХхЦ'Уу + 2- 
У Л2 — ^ Е^ 

^ ' хм -УХ _ „ Хг -1- Уу+^г 

откуда, полагая; что 

ук-^м XX -хк о хм -УХ 
= а; г->. = 3: 



•2 



получимъ уравненхе прямой, относительно точекъ которой 
главные моменты разсматриваемой нами системы векторовъ 
им'Ьютъ наименьшее значеше, подъ видомъ 

X — У — 2; ^^"^^ 

Прямую, относительно точекъ которой главные моменты 
данной системы векторовъ им']^)Ютъ наименьшее значен1е, мы * 
будемъ называть центральною осью этой системы векторовъ 
И; разсматривая ея уравнешя пли въ форм']^ (11) или въ 
форм* (12), будемъ им-Ьть сл'Ьдующ1я теоремы, выражающхя 
ея свойства. 

Теорема I. Центральная ось системы векторовъ^ главный 
еекторг которой отличенъ отъ нуля, параллельна этому 
главному вектору. 

Эта теорема непосредственно вытекаетъ изъ уравнешй (12). 

Теорема П. Главные моменты системы векторовъ, отно- 
сительно ваьхь точекъ ея центральной оси, равны между 
собой. 
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Теорема III. Главные моменты системы векторовъ, отно- 
сительно точекъ ея центральной осщ направлены вдоль по- 
слгьдней. 

Эта теорема вытекаетъ изъ того, что, на основан1и фор- 
мулъ (8), уравнеп1я (11) могутъ быть приведены къ виду 

X — Т — 2: ' 

а эта пропорщя и доказываетъ предложенную теорему. 

8. Теорема. Главные моменты системы векторовъ отно- 
сительно точекъ, лежащихъ на поверхности круговою ци- 
линдра^ осью которой служитъ центральная ось разсма- 
триваемой нами системы, равны между собой и одинаково 
наклонены къ направлент центральной оси; чгьмъ болыие 
радгусъ упомянутой цилиндрической поверхности, ттмь 
главные моменты системы векторовъ, относительно ея то- 
чекъ, больше и тгьмъ подъ большими углами они наклоненЫг 
къ направлент центральной оси, 

ПоложиМЪ; что мы им'Ьемъ некоторую систему, для ко- 




Черт. 14. 

торой прямая 0^ (черт. 14) служитъ центральною осью. 
Назовемъ главный векторъ нашей системы черезъ 

В. 
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бл главный монентъ, относительпо какой-нибудь точки А цен- 
тральной оси, черезъ 

и зам^тинъ, что по предыдущему оба эти вектора напра- 
влены вдоль центральной оси (въ одну п ту же или въ раз- 
иня стороны, въ зависимости отъ разом атриваемой системы 
векторовъ). Взявъ зат4мъ какую-нибудь точку Б, лежащую 
вкЬ центральной оси и называя главный моментъ разсма- 
триваемой системы; относительно этой точки, черезъ 

мы будемъ им-Ьть 

Оп=о7+МаЩ1 (13) 

Съ другой стороны 
и 
гдй (^ есть разстоян1е точки В отъ оси ОХ Следовательно, 

и 

Разсматривая же полученныя формулы, мы убеждаемся 
въ справедливости предложенной теоремы, ибо, при постоян- 
номъ й^ 

О л и Сгц,Х 

остаются постоянными и увеличиваются съ возрастанхемъ й. 

На основаши только что доказанной теоремы, мы видимъ, 

что главные моменты системы векторовъ, для которой прямая 
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служить центральною осью, относительно различныхъ точекъ 




Черт. 15. 

пространства, распределяются такъ, какъ показано на чер- 
теж^> 15. 

Теорежа. Дроекцгя на паправленге центральной оси 
главнаго момента системы оекторовъ^ относительно любой 
точки пространства^ есть величина постоянная и рав- 
няется главному моменту разсматриваемой системы отно- 
<^ительно точекъ ея центральной оси. 

Въ самомъ д^л-Ь, . 

пр^^в=ОвС0^{О^,,^\ 

а такъ какъ, на основаши предыдущей теоремы, 

со8(С^,,^) = --- -"- ^-- = -^' 

то 

Прз Ов=(^к, 

что и доказываетъ предложенную теорему. 

9. Мы ввд^ли въ предыдущемъ §, какимъ образомъ 
изм1Ьняется главный моментъ данной системы векторовъ отно- 
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сительно различныхъ точекъ пространства; что же касается 
главнаго вектора, то онъ для данной системы остается по- 
стояннымъу при какой бы точк^ пространства мы его ни 
строили. Такимъ образомъ, величина 

остается неи8М']&нной для данной системы векторовъ. 
Помножая зат^мъ полученныя выше равенства: 

Ь,= ь-(2у - Щ- 

М,'^ М—{Хг— Ъх) 
N, = N-{^x — Xу) 

соотв-Ьтственно на X, У п 2 л складывая ихъ между собой,, 
мы будемъ им^ть 

или 

ОсМ = о^ а, 

откуда видимъ^ что геометрическое произведете главнаго 
момента системы векторовъ, относительно какой-нибудь точки 
пространства, на ея главный векторъ, для данной системы 
векторовъ, остается неизм4ннымъ, при переход-Ь отъ одной 
точки пространства къ другой. 

На основан1и изложеннаго, выраженхя 

Е' = Х'^У'-^2' 
и 

В0^=^^X + МУ-\-N2 

т. е. главный векторъ системы и его геометрическое произ- 
ведете на ея главный моментъ, относительно какой-нибудь 
точки пространства, будемъ называть инвар1антами данной 
системы векторовъ. 

Инварханты системы векторовъ будемъ обозначать буквами 
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полагая, что 

10. Взаимно эквивалентными системами векторовъ мы 

будемъ называть так1я дв-Ь системы, для которыхъ ихъ глав- 
ные векторы и ихъ главные моменты, относительно какой- 
нибудь точки пространства, геометрически равны между собой. 
Теорема. Если деть системы векторовъ взаимно эквта- 
лентны, то ихъ главные моменты, относительно любой 
точки пространства^ геометрически равны между собой. 

Положимъ, что мы им'Ьемъ дв* системы векторовъ 

V,, Г,, , Гп 

и 

Т^', Т,, . . . . , 1\ 

и назовемъ ихъ главные векторы соответственно черезъ 

Л и -й', 

а ихъ главные моменты, относительно какой-нибудь точки, 
черезъ 

' а и О' 

съ соотв']^тственными указателями. 

Положимъ дал'1е, что эти системы взаимно эквивалентны; 
т. е. пусть 

Ё = В' ] 

а.^^\ <"^ 

гд* Л есть некоторая точка пространства. Взявъ какую- 
нибудь другую точку Б, мы будемъ им'Ьть 



0„=^^-\-М^{Е)^. 



0'^, = С^^,-^М,(В^)л 
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откуда, на основанш равенствъ (14), получимъ, что 

что и довазываетъ предложенную теорему. 

Творена. Для того^ чтобы деть системы векторовъ были 
взаимно эквивалентны, необходимо и достаточно^ чтобы 
проекцги на оси координатъ изъ главиыхъ векторовъ и глав- 
ныхъ моментовъ, относительно начала координатъ, были 
равны между собой. 

Сохраняя обозначешя предыдущей теоремы, назовемъ 
проевц1н на оси воординатъ главныхъ векторовъ разсматри- 
ваемыхъ нами системъ соответственно черезъ 

X, У, 2 и х\ у\ г\ 

а проекщи на эти оси ихъ главныхъ моментовъ 

О, и 6^'„ 
относительно начала координатъ, соответственно черезъ 

Если разсматриваемыя нами системы взаимно эквивалентны, 
то, на основанш опред-Ьленхя такихъ системъ и предыдущей 
теоремы, мы будемъ им-бть 

В = ~Ж 



Оо = ^'о 



(15) 



и следовательно получимъ, что 



Х=Х\ Г= Г', ^=^' 



2%] • ' ' ' (1^) 



Обратно, если будутъ им^ть ]м'Ьсто равенства (16), то 
будутъ справедливы и геометричесшя равенства (15), а зна- 
читъ разсматриваемыя нами системы векторовъ будутъ взаимно 
эквивалентны, и предложенная теорема, следовательно, дока- 
зана вполнЬ. 
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11. Системою векторовъ, эквивалентною нулю, мы бу- 
демъ называть такую систему, для которой ея главный век- 
торъ и главный моментъ, относительно какой-нибудь точки 
пространства, равны нулю. 

Теорема. Если система векторовъ эквивалентна иулю^ то 
ея главный моментъ, относительно любой тючки простран- 
ства^ равняется нулю, 

Положимъ, что им-Ьемъ систему векторовъ 
У,,У,, , Уп, 

главный векторъ которой обозначимъ черезъ 

Е, 

а главный моиентъ, относительно какой-нибудь точки, черезъ 

О. 

€ъ соотв^тственнынъ увазателемъ. Положимъ, что разсиатрн- 
ваеиая система эквивалентна нулю^ такъ что 



тг =0 . 

, (17) 

гд-Ь А есть некоторая точка пространства. Взявъ какую-ни- 
будь точку Б^ мы будемъ им^ть 



0,= ^,+ М^{В)^. 
и следовательно, на основаши равенствъ (17), получимъ, что 

что и доказываетъ предложенную теорему. 

Теорема. Для того^ чтобы система векторовъ была экви- 
валентна нулю, необходимо и достаточно^ чтобы проекцги 
на оси координатъ ея главнаго вектора и главнаго момента^ 
относительно начала координатъ^ были равны нулю. 

3* 
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Сохраняя обозначешя, принятия при довазательств']^ пре- 
дыдущей теоремы, полокимъ, что проекщи на оси воорди- 
натъ главнаго вевтора разсматриваеиой системы суть 

X, Г, 2Г, 

а проевц1и на эти оси ея главнаго момента 

относительно начала воординатъ, суть 

X, М, N. 

Если разсматриваемал нами система вевторовъ эквива- 
лентна нулю, то, на основанш опред4лен1я такой системы и 
предыдущей теоремы, мы будемъ им^ть 

1г = О и (?, =гг о, (18) 

но тогда и 

х = ^/=^V=.о ] ^^^^ 

Обратно, если будутъ им4ть м'Ьсто равенства (19), то 
будутъ справедливы и равенства (18), а значить разсматри- 
ваемал нами система будетъ эквивалентна нулю и предло- 
женная теорема, следовательно, доказана вполн'Ь. 

Теорема. Для того^ чтобы дет системы векторовъ были 
эквивалентны между собой, необходимо и достаточно, чтобы 
система^ составленная изъ векторовъ одной изъ данныхъ си- 
стемъ и векторовъ^ геометрически противоположныхъ векто- 
рамъ другой^ была эквивалентна нулю. 

Полокимъ, что им'бемъ дв^ системы векторовъ 

V, ^Г,, Гз, . Уп (I) 

и что ихъ главные векторы суть 

Е и -й'. 
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Я главные моменты, относительно какой-нибудь точки Л про^ 
<;транства, суть 

Введемъ въ разсмотр^нте систему векторовъ 

У,\ г,'', Гз", , У"т, . . . . (Ш) 

удовлетворяющихъ уСЛ0В1ЯМЪ 

VI' = -У1^ гд* г= 1, 2, 3, ... , ш 
» вазовемъ ея главный векторъ черезъ 

Л ся главный моментъ, относительно точки А, черезъ 



Въ тавомъ случа']^ ыы будемъ им'Ьть 
К" = — Е' 



(20) 



Положимъ теперь, что системы (I) и (II) взаимно экви- 
валентны; тогда 

Ё = В' 
я 

О л '•= Ста ) 

И следовательно, на основанш равенствъ (20) 

Я + Я' = О 



0^^ 0-^ = 

и значить система, состоящая изъ совокупности векторовъ 
<;истемъ (I) и (III), эквивалентна нулю. 

Обратно, если система, состоящая изъ совокупности век- 
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торовъ системъ (I) и (III), эквивалентна нулю, то мы будемъ 
им'бть . 

и сл-Ёдовательно, на основан1н равенствъ (20)^ получнмъ 

В = В' 
и 

откуда видимъ, что системы (I) и (II) взаимно эквивалентны^ 
и наша теорема, значить, доказана вполн^Ь. 

12. Преобразован 1емъ системы векторовъ будемъ назы- 
вать так1я операц1Иу совершаемый съ принадлежащими ей. 
векторами, посредствомъ которыхъ данная система приводится 
къ другой ей эквивалентной. 

Теорема. Система векторовъ останется эквивалентной 
самой себгь: 

1) Если прибавить кг ней или откинуть отъ иея два^ 
равныхъ и прямо противоположныхъ, вектора. 

3) Если перемгьстить точку приложенгя какого-нибудь 
вектора системы по его направленгЮу 

и 3) Если замтьнить векторы, исходящге изъ одной и 
той же точкщ ихъ геометрической суммой или обратно^ 
если какой-нибудь векторь системы замгьнить векторами^ 
исходящими изъ его точки приложенгя и составляюги^ими 
его геометрическгя слагаемыя. 

Справедливость этой теоремы подтверждается т4мъ; что, 
при вс^хъ перечисленныхъ въ ней операщяхъ, главный 
векторъ системы и ея главный моментъ, относительно любой 
точки пространства, остаются неизм'Ьнными. 

Указанные въ предыдущей теорем^^ три прхема преобра- 
зовашя системы векторовъ часто называются элементарными 
пр1емами ея прео6разован1я. 
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13. Теорема. Всякая система векторовъ можешь быть 
приведена къ двумъ векторамг. 

Докажемъ сначала предложенную теорему для системы 
трехъ векторовъ, а зат^мъ распространимъ ее на случай 
системы какого угодно числа векторовъ. Положимъ, что им'Ьемъ 
систему трехъ векторовъ 

1^ 1^ 1^ 

приложенныхъ соответственно въ точкахъ М^^ М^ и М^ 
(чер. 16). Проведемъ плоскость Р черезъ точку М^ и век- 




Черт. 16. 

торъ 1^2 и плоскость Р, черезъ точку М^ и векторъ У^ и 
положимъ, что эти плоскости пересЬкутся по прямой АВ. 
Выбравъ зат']^мъ произвольную точку С на этой прямой, 
соедвнимъ ее и точку М^ съ точками М^^ и М^ и разложимъ 
векторъ 1^2 на два У.^ и V.!' по направленхямъ прямыхъ 
М.^ М^ и М^ С такъ^ чтобы им'Ьло м^сто равенство 



Точно также разложимъ векторъ Т^з на два У^' и У^" по 
направлешямъ Жд Мх и М^ С такъ, чтобы им1}ло м4сто 
равенство 

Перенеся затЬмъ векторы У.^ и У^' по направлешямъ 
прямыхъ^ вдоль которыхъ они расположены; въ точку М^, а 
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векторы Та" и Кд" въ точку с, заменит системы трехъ 
векторовъ 



и двухъ векторовъ 
векторами 



Г„ V,' и Т 
V," и Г," 



Г и Г„, 



3 



представляющими соотв-Ьтственно ихъ геометричесия суммы. 
Описанныя зд4сь операщи, согласно предыдущей теорем*^ 
превращаютъ систему векторовъ, къ которой он-Ь приме- 
няются, въ эквивалентную ей систему, а такъ какъ он^ 
приводятъ систему трехъ векторовъ 

У^У Ка и К^ 

КЪ системе двухъ 

то, для системы трехъ векторовъ, предложенная теорема до- 
казана. 

Для того, чтобы распространить разсматриваемую нами 
теорему на случай какого угодно числа векторовъ, положимъ^ 
что мы им'Ьемъ систему п -+- 1 вектора 

Т^1» ^25 Т л, . . . . , Уп, Уп+1 

и, допустивъ, что эта теорема справедлива для п векторовъ, 
докажемъ, что она будетъ справедлива и для ^ + 1 вектора; 
этимъ мы докажемъ справедливость нашей теоремы вообще. 
Итакъ, положимъ, что разсматриваемая нами теорема 
справедлива для первыхъ п векторовъ нашей системы, т. е. 
положимъ, что эта система приводится къ двумъ векторамъ 

V,' и Г^'; 

тогда вся разсматриваемая нами система приведется къ 
тремъ векторамъ 

г/, г; и Гп+1 
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а сл']&довательнОу по предыдущему, и въ двумъ: 

Т^и Го. 

Таквмъ образомъ теорема становится справедливою и для 
системы >г + 1 вектора, а значить она справедлива вообще. 

14. Парою векторовъ будемъ называть систему двухъ 
векторовъ, равныхъ между собой, взаимно параллельныхъ, на- 
правленныхъ въ разныя стороны и приложенныхъ въ разнымъ 
точкамъ пространства. 

Творена. Главный векторъ пары равенъ нулю, а ея глав- 
ный моментг не зависишь отъ положенья точки, относи- 
тельно которой онъ берется^ и равняется произведенгю изъ 
общей величины векторовъ данной пары на разстояше 
между ними. 

Первая часть предложенной теоремы, непосредственно 
вытеваетъ изъ опред'Ьлешя пары векторовъ, для того же, 




Черт. 17. 

чтобы довазать ея вторую часть, положимъ, что мы им4емъ 
некоторую пару вевторовъ 

Г, и V, 

(чер. 17) и вычислимъ ея главный моментъ относительно 
какой-нибудь точки О пространства. Называя этотъ главный 
моментъ черезъ 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



— 42 — 
мы будемъ им'бть 

а такъ ваБъ 



то 



но 

такъ какъ въ этомъ случа* мы им'Ьемъ геометрическую сумму 
моментовъ, относительно одной и той же точки, двухъ, рав- 
ныхъ между собой, прямо противоиоложныхъ п приложен- 
ныхъ къ одной и той же точк* Л^ векторовъ. 
Такимъ образомъ мы видимъ, что 

а если назовемъ разстоянхе между векторами разсматриваемой 
нами пары черезъ 

то получимъ, что 

что и доказываетъ нашу теорему. 

Изъ изложеннаго слЬдуетъ, что главный моментъ пары 
векторовъ расположенъ по перпендикуляру къ плоскости 
пары и направлепъ такъ, что, вставъ по его направленш 
между векторами данной пары и посмотрЬвъ въ точку при- 
ложен1я какого-нибудь изъ нихъ, мы увидимъ его напра- 
вленнымъ слЪва направо. 

Главный моментъ пары векторовъ будемъ называть осью 
этой пары, а разстоян1е между векторами данной пары ея 
плечемъ. 
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Теорема. Двгь пары векторовъ взаимно эквиваленшны, если 
ихъ оси геометрически равны между собой. 

СлЪдствхе I. Пару векторовъ можно какъ угодно пере- 
мгьщать въ ея плоскости. 

Сл%дств1е П. Плоскость пары векторовъ можно пере- 
мгьщать въ пространствгь^ оставляя ее параллельной самой 
себть. 

Сл%дств1е III. Вг каждой парть векторовъ можно уве- 
личить или уменьшить векторы въ извтстное число разъ^ 
уменьшивъ или увеличивъ вг то же число разь ея плечо. 

СдЪдств1е 17*. Нгьсколько паръ векторовъ эквивалентны 
одной паргь, ось которой есть геометрическая сумма осей 
данныхъ паръ. 

Последнее сл^дств1е дастъ возможность н']&сколько парь 
векторовъ: 




(черт. 18) заменить одной. Съ этой ц-блью, полагая, что оса 
данныхъ паръ суть 

6Г1, 6Г2^ (Тз, , 

построимъ, при некоторой точк* о пространства, векторъ 

о, 

удовлетворяющ1й условхю 
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а зат-Ьмь — въ плоскости перпендикулярной къ нему — пару 
векторовъ 

(.г. Г), 

удовлетворяющихъ условш 

V р=0. 

15. Теорема. Всякая система венторовъ можетъ быть 
приведена т одному вектору^ равному главному вектору 
данной системы и приложенному къ какой-нибудь точкгь 
^^ространст^а и къ парть векторовъ, ось которой геометри- 
чески равна главному моменту данной системы^ относи- 
тельно выбранной точки. 

' Положимъ, что мы им'Ьемъ н-Ькоторую систему векторовъ, 
главный векторъ которой есть 

В 




Черт. 19. 

(чер. 19), а главный моментъ относительно точки О прило- 
жен]я этого вектора 

Построивъ пару векторовъ 

{V, 7,), 
ОСЬ которой будетъ 

^0» 
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МЫ видимъ, что система трехъ векторовъ 

будетъ эквивалентна разсматриваемой нами систем'^, ибо ея 
главный векторъ будетъ 

я, 

таЕъ какъ геометрическая сумма векторовъ пары равняется 
нулю, а ея главный моментъ относительно точки О будетъ 

такъ какъ моментъ вектора В^ относительно этой точки, рав- 
няется нулю. 

Зам'Ьтимъ^ что, взявъ точку О на центральной оси разсма- 
тривамой нами системы, мы приведемъ ее къ вектору, на- 
правленному вдоль этой оси, и къ пар* векторовъ, плоскость 
которой будетъ къ ней перпендикулярна (чер. 20), . ибо въ 




Черт. 20. 

этомъ случа-Ь и главный моментъ системы, относительна 
точки О, будетъ лежать на центральной оси. 

16. Въ частныхъ случаяхъ можетъ оказаться, что система 
векторовъ, не эквива,1ентная нулю, будетъ приводиться или 
только къ одному вектору, равному ея главному вектору, 
или только къ одной пар*, ось которой геометрически равна 
главному моменту системы относительно любой точки про-^ 
странства. 
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Теорежа. Для тогоу чтобы система вектаровг приводилась 
только къ одному вектору^ необходимо^ чтобы ея главный 
^екшоръ быль отличенъ отъ нуля^ а ея главный моментъ, 
относительно какой - нибудь точки ея центральной оси^ 
быль равепъ нулю. 

Въ самомъ д'Ьл'бу если главный моментъ системы, отно- 
сительно какой-нибудь точки центральной оси, равняется 
нулю, то пара, ось которой совпадаетъ съ центральной осью, 
исчезаетъ и система векторовъ приводится только къ ея 
главному вектору. Обратно, если система векторовъ при- 
водится только къ одному ея главному вектору, т. е. если 
пара, расположенная въ плоскости перпендикулярной къ 
центральной оси, исчезаетъ, то главный момептъ системы, 
-относвтельво точекъ центральной оси, обращается въ нуль. 

Зам'бтимъ, что если система векторовъ приводится къ одному 
вектору, то ея главные моменты, относительно вс1|хъ точекъ 
пространства, перпендикулярны къ ея центральной оси, ибо, 
на основаны последней изъ теоремъ § 8, проекщи вс^хъ 
этихъ моментовъ на направлен1е центра.1ьной оси должны 
быть равны нулю. 

Теорема. Для того, чтобы система векторовъ приво- 
дилась только къ паргь векторовъ^ необходимо и достаточно^ 
чтобы главный векторъ этой системы былъ равенъ нулю^ а 
^я главный моментъ, относительно какой-нибудь точки 
пространства, былъ отличепъ отъ нуля. 

Въ самомъ д-ЬлЬ, если главный векторъ системы будетъ 
равенъ нулю, а ея главный моментъ, относительно какой-ни- 
будь точки пространства, будетъ отличенъ отъ нуля, то система 
приведется къ парЬ векторовъ, ось которой будетъ геометри- 
чески равна главному моменту разсматриваемой системы. 
Обратоо, если система приводится къ пар'Ь векторовъ, то ея 
главный векторъ обращается въ нуль, а главный моментъ 
отличенъ отъ нуля и геометрически равенъ оси разсматри- 
ваемой пары. 
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Принимая во внимаше все вышеизложенное, мы ножемъ, 
на основан1и разсмотр^шя инвар1антовъ системы вевторовъ, 
сд']&лать относительно нея заключен1я, сгруппированныя въ 
нижеприведенной таблице: 



(СЛ-ЬД. 2^, =Х' 4- Г'^ + ^ :7^ 0) 



Система приводится къ одно^му 
вектору, расположенному по направле- 
Н1Ю ея центральной оси и въ пар'Ь 
векторовъ, лежащей въ плоскости, пер- 
пендикулярноВ къ этой оси. 






<Т,=^X-^2IУ-\-N2=^0 



^,=x'+г-\-x'=о 



Система приводится къ 
одному вектору (располо- 
женному по напр. цен- 
тральн. оси). 

Система приводится 
ар'Ь векторовъ. 



^ [къ па 



^=М=•N=0 



Система 

эквивалентна 

пулю. 



17. Бакъ приложен1е вышеизложенной общей теор1и 
системы векторовъ, разсмотримъ систему векторовъ, парал- 
лельныхъ между собой. 

Положимъ^, что им4емъ систему взаимно параллельныхъ 
векторовъ (чер. 21) 

при чемъ координаты точки приложен1я вектора 

Гг 

суть 
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его проевщи на оси коордиватъ суть 

, 7ментъ, 
и его моменты, относительно координатныхъ осе^ ^^ ^^^ 

Назовемъ главный векторъ разсматриваемой системы черезъ 

Г, 
его проевщи на оси координатъ черезъ 

главный моментъ этой системы, относительно начаха коор- 
динатъ, черезъ 

а его проевщи на оси координатъ черезъ 

Ц М, N, 



1 



Черт. 21. 

положимъ, что векторы разсматриваемой системы параллельны 
прямой I, косинусы угловъ, образуемыхъ которой съ осями 
координатъ, суть 

и условимся считать положительными т4 векторы нашей 
системы, которые направлены одинаково съ прямой ^^ а т% 
которые направлены въ противоположную сторону, — отрица- 
тельными. 
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Въ такомъ случае мы будемъ им-Ьть 

и = Уг (уг 7 — ^г [5) 

Мг = Уг Ы а — Хг у) 

А7~ Уг {Хг^^ — Уг а) 



»=1 1=1 «=1 

/- = Т I Т^» 2/г - ? X Г/ г/ 

1=1 г=1 

ЛГ =. р ^" Уг Х{ - а е" Гг у^ 



(21) 



»г=1 



Теорема. Для системы параллельныхъ векторовъ, первый 
инварганть 

равняется нулю. 

СараведливосЛ) этой теоремы пов-Ьряется, во-первыхъ, не- 
посредственно; на основанш вышепряведеннпхъ формулъ, а 
во-вторыхъ — она вытекаетъ изъ того, что моментъ каждаго 
вектора нашей системы, относительно начала координатъ, 
перпендикуляренъ къ направленхю этого вектора, ибо въ 
такомъ случае мы будемъ им4ть, что 

а,± V 

И следовательно, что 

ЬХ-^М7-^К2=0. 

СлЪдств1е. Система взаимно параллельныхъ векторовъ при- 
водится или къ одному вектору, или къ паргь векторовъ, или 

4 
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экеивалентна нулю, при чемъ первый случай имуьетъ мгьсто, 
если 

г 7 О, 



второщ если 



и третьи^ когда 



и 



Г=(), 



Изъ изложеннаго сл-Ьдуетъ, что для того, чтобы свстеиа 
взаимно параллельныхъ векторовъ была эквивалентна пулю, 
необходимо и достаточно, чтобы были выполнены ус.10в1я: 

1 = » 

2 V^ г.-. о 

«=1 



1 = 11 1-—П *=г:П 

I У. ^.- X У^ У.- I У^ ^и 

1=1 .=1 4=1 



18. Разсмотримъ бол4е подробно систему взаимно парал- 
лельныхъ векторовъ, для которой 



Г=Е П = 0. 



» = 1 



Такая система, какъ мы вид']Ьли, приводится къ одному 
вектору, расположенному по направлен1ю ея центральной оси. 

Приведемъ для разсматриваемаго нами случая ураввен1е 
центральной оси 

X ' '— г — /. 

къ обычной форм'Ь уравнен1Я прямой подъ видомъ пропорщй. 
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Мы ножемъ написать, что 

X— ■ (-^1/ - Г^) _ М-(Х 2 -2х)__ КиИ^- ^^^^ — ^^^^^^'-^N2 

откуда, им^л въ виду, что, на основан1и предыдущей теоремы, 
для системы параллельныхъ вевторовъ 

лолучнмъ 

гу — Уг — Ь = ^ 

Х13 — 7^х — М= О 

Ух— Ху— N=0 

в, следовательно, на основаши формулъ (21), будемъ им^ть 

Т (у 1^'^ -1" '''У/ ) - 1^ (.<- 2" П- - ТГг г1 ) --= О 

\ 1=1 /=1 / \ 1=1 1=1 / 

. ?(х'^'\'г -Ч'УгО^г )-о^(у'^" Гг-Ч'Угуг) =0, 

^ ,=1 /=1 / \ 1-^1 1=1 / 



откуда 




«=» 


?=П 7= и ! = « 


^1 П 


- I Т', а-, у ^ г, - 2 7, у, 


1=1 


1=1 1=1 1=1 




~ '? 




г—п «=1» 




*Е т', -2 7, ., 




«=1 1=1 


яли 






X — ? _ ?/ — 11 _ /г- — V 



гд* 



(22) 



*=Л 1 = « 1=11 

"^ ^=»г ^ ^ ^ ~ ~ ~~1=« ' ! •= ^^ ^ 1=м ~ . . (23) 

1=1 «=1 #=1 

4*. 
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Уравнен1е (22) представляегь уравненхе центральной осп 
системы параллельныхъ векторовъ, написанное подъ видомъ 
пропорц1й п, сл^^довательно, 

'•• 'р ч* 

опред'бляемыя равенствами (23), суть координаты точви^ 
черезъ которую проходитъ центральная ось. 

Разсматривая выражен1я этихъ коордннать, мы видииъ^ 
что он4 пе завися тъ отъ 

3^. ?, Т- 

Такимъ образомъ, если бы мы повернули вс*]^ векторы 
разсматриваемой нами системы, сохраняя ихъ точки прило- 
жен1я, такъ, чтобы он-б стали параллельны прямой, косипусы 
угловъ, образуемыхъ которой съ координатными осями, суть 

^1Г ?!• V,, 

то мы получили бы уравнен1е центральной оси для нашетг 
системы подъ видомъ 

х—1 _ у — \__ '^ — ' , 

гд'Ь 

>•: '/• -» 

им-бли бы тЬ же значен1я, какъ и въ уравнен1яхъ (22) и^ 
слЬдовательно, и въ этомъ случа-Ь центральная ось проходила бы 
черезъ ту же точку съ координатами 

'в? '/• -61 

какъ и въ преды дущемъ. 

Точку, черезъ которую проходитъ центральная ось данной 
системы параллельпыхъ векторовъ, независимо отъ ихъ общаго 
направлев1я, мы будемъ называть центромъ этой системы 
параллельпыхъ векторовъ. 

19. Моментомъ вектора, относительно плоскости, мы 
будемъ называть произведен1е этого вектора на разстоян1е его 
точки приложен1я отъ данной плоскости. 
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Теорема. Сумма моменшовъ, относительно какой-нибудь 
плоскости, системы параллельпыхъ векторовг равняется мо- 
менту, относительно той же плоскости^ главнаго вектора 
данной системы, приложеннаго къ ея центру. 

Такъ вакъ любая плоскость въ пространств* можетъ быть 
принята за одну изъ координатныхъ плоскостей, то, нисколько 
не нарушая общности предложенной теоремы, мы можемъ 
доказывать ее для координатныхъ плоскостей, что же касается 
послЬднихъ, то, на основаши вышеизложеннаго, для нихъ 
она почти очевидна. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, формулы (23) предыдущаго § мы мо- 
жемъ представить подъ видомъ 

1=1 1=1 

^Х 1^/ =1 ^^гУ1 

/=1 1=1 

1 = П 1 = Я 

1=1 1 = 1 

разсматривая же эти формулы, мы виднмъ, что ихъ правыя 
части представляютъ пзъ себя суммы моментовъ, относительно 
координатныхъ плоскостей, векторовъ разсматриваемой нами 
<;истемы, что же касается ихъ л^выхъ частей, то он* являются 
моментами^ относительно т4хъ же плоскостей, главнаго вектора 
лашей системы, приложеннаго къ ея центру. 
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Кинематика точки. 

Глава I. 

Задаше движен1я. 

20. Движен1е1иъ точки мы будемъ называть ея последо- 
вательный и непрерыввый переходъ черезъ точки простран- 
ства, совершающ1йся съ теченхемъ времени. 

Знать движен1е точки значить умЪть указать ея поло- 
жен1е въ пространстве въ любой моментъ времени; для 
того же, чтобы им^ть возможность сд'Ьлать это, необходимо 
знать: 

1) Траектор1Ю движущейся точки, т. е. ту кривую, ко- 
торую она описываетъ въ пространств*. 

2) Законъ разстоянж или зависимость разстояшя, прой- 
деннаго разсматриваемой точкой, отъ времени: 

3) Начало разстоянгй или точку на траекторш, отъ ко- 
торой мы условимся отсчитывать разстоянхя, проходимыя дви- 
жущейся точкой. 

4) Направлен1е положительныхъ разстоянж, и 

5) Начало временъ, т. е. моментъ, отъ котораго усло- 
вимся отсчитывать время. 

Для того, чтобы, им-Ья эти данныя, указать положеяхе 
движущейся точки въ пространств'^ въ н'Ькоторый моментъ 
времени, мы должны вычислить, на сколько единицъ времени, 
наприм4ръ секундъ, данный намъ моментъ отстоитъ отъ 
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начала времени, и полутенное число подставить вм-Ьсто I въ 
уравненхе, определяющее законъ разстоятй, изъ котораго, 
въ такомъ случа-Ь, мы получимъ соотв-Ьтственное значеше «, 
т. е. разстояше, пройденное нашей точкой къ заданному 
моменту времени. Отложивъ это разстоян1е въ принятыхъ 
единицахъ длины, наприм^ръ въ сантиметрахъ, отъ точки, 
принятой за начало разстоян1й, по траектор1и въ соотв^т- 
ственномъ направлен1и, мы получимъ искомое положен1е дви- 
жущейся точки. 

Траектор1я можетъ быть задана чертежемъ или уравне- 
н1емъ. Точно также законъ разстоян1й можетъ быть заданъ 
или уравнея1ем1> или графически въ прямоугольныхъ коорди- 
натахъ на плоскости, причемъ въ этомъ случа* одна изъ 
координатныхъ осей, наприм'Ьръ ось абсциссъ, принимается 
за ось временъ, а другая за ось разстояшй. 

21. Если мы будемъ 1)а8сматривать движен1е точки въ 
пространств* относительно неподвижной прямоугольной си- 
стемы координатъ, то, для его задашя, достаточно задать 
координаты движущейся точки въ функц1яхъ отъ времени, 
указавъ при этомъ только начало временъ. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, если координаты движущейся точки 
заданы въ функщяхъ отъ времени уравнешями 

^•-Л(0. у = Г.(Я ^ = ГЛ% . . . . (1) 

то для того, чтобы найти ея положен1е въ пространствЬ въ 
какой-нибудь моментъ времени, мы должны опред']^лить, на 
сколько секундъ данный моментъ отстоитъ отъ начала вре- 
менъ и подставить найденное число вместо I въ уравнен1я (1); 
тогда мы получимъ соотв^тственныя значен1я координатъ 
разсматриваемой точки, построивъ которыя, найдемъ ея поло- 
жен1е А (черт. 22) въ пространств* въ заданный намъ мо- 
ментъ времени. 

Им*я выражен1я координатъ движущейся точки в« функ- 
ц1яхъ отъ времени, мы можемъ найти уравнен1Я ея траектор1и 
и законъ разстояшя въ ея движеши. 
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Въ самомъ д^л*!, исключая изъ уравнешй (1) переменную 
^^ мы получимъ систему двухъ уравнен1й вида 

г^^ (х,у) - о 1 

ф, (Х, Л) :- О У 

1\ Л- 




Черт. 22. 

который И представляютъ изъ себя уравнешя траектор1и; съ 
другой стороны, известно, что 

и, следовательно, имЬя въ виду, что, на основанш уравнешй (1 ), 
мы будемъ им^ть 

^1^ = \^\ г: Ц + [/;' (<)| ^+1 /;' (^)| ' ^/^ 

откуда получимъ 



о 

гд* подъ б'о мы разум^емъ такъ называемое начальное раз- 
ст0ЯН1е движущейся точки, т. е. разстоян1е, пройденное ею 
до начала временъ. Очевидно^ что, для знан1я закона раз- 
стоян1й, въ разсматриваемомъ случа*, надо знать начальное 
разстоян1е. 
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Обратно, если будутъ заданы законъ ра8стоян1й въ дви- 
жен1и некоторой точки и ея траектор1я уравнен1ями, относи- 
тельно прямоугольной системы координатныхъ осей въ про- 
странств-Ь, то мы найдемъ и ея координаты въ функщяхъ 
отъ времени. 

Въ самомъ д^л-Ь, положимъ, что законъ разстоянхй въ 
движен1и н1которой точки заданъ уравненхемъ 

8 = 1^'' и), (2) 

а ея траектор1я, относительно прямоугольной координатной 
системы, уравнен1ями 

9, (Х-, ?/, ^) — о ] 

(3) 

?2 (^. У^ П = О I 

Им-Ья въ виду, что 
и что, на основанш уравнешй (3), можно найти 

У'х '' '^'х 
въ функщяхъ 0Т1 X, мы будемъ им'Ьть 

Ан := Ср (Х) С1Х, 

гд'Ь 

'-? {^) 

есть некоторая опред-бленная функщя, и, сл'Ьдовательно, най- 
демъ, что 

/■••^' 
.4—5,,= / ср (х) с1х — Ф {х), .... (4) 

•у 
о 

гд* ^0 есть начальное разстоянхе разсматриваемой нами точки. 
Принимая же во внимаше уравненхе (2), изъ уравнешя 
(4), вообще говоря, найдемъ, что 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



58 



а въ такомъ случа*!, на основап1и уравненШ (3), будемъ 
им^ть 

Зам']&тимъ, что движен1е точки можетъ быть задано и 
относительно какихъ-нибудь вриволинейныхъ воордннатъ^ на- 
примерь относительно полярныхъ координатъ въ пространств*, 
тогда должны быть заданы: рад1усъ вевторъ г, долгота ^ 
точки и дополнен1е ея широты О въ функщяхъ отъ времени, 
т. е. должны быть даны уравненш 

г = /; ц) 
о = /; (О, 

гд* ^\^ /'г и /з суть некоторый данвыя функщи (черт, 23). 
Вообще движен1е точки мэжетъ быть задано посредствомъ за 




Черт. 23. 

дан1я кавихъ бы то ни было ея воординатныхъ параметровъ^ 
т. е. величинъ, опред'Ьляющихъ ея положен1е въ простран- 
ств4 въ функщяхъ отъ времени. 

Прим'Ьръ 1. Опред'Ьлить траекторш и закопъ разстояшй 
движешя, заданнаго, относительно прямоугольной координат- 
ной системы въ пространств*, уравнен1ями 

у =^ Ь -\- ш1^ \ 
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Уравнеше траекторхи будетъ 



X — а у — Ъ ^ — с 

7 т "" п 



Законъ разстоян1й опред'Ёлится уравнен1еиъ 



=^/ 



р _|_ гп' + п' М*, 



при услоыи, что • 



5о = 



и, следовательно, мы будемъ им-Ьтб 

Прим'Ьръ 2. Опред'Ёлить траекторш н законъ разстоян1й 
движен1я, заданнаго, относительно прямоуголвныхъ координатъ 
на плоскости, уравнешями 

X = а 8гп ср ^ 
у = Ъ Со8 ср ^. 

Уравнен1е траектор1и будетъ 




Черт. 24. 



траектор1я, следовательно, будетъ эллипсъ, отнесенный къ осямъ 
симметрзи (чррт. 24). 
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Чтобы найти законъ ра8стоян1й, воспользуемся формулой 

с/.ч = |/ г/г*^ + с1у\ 

Им'Ья въ виду, что 

(1.Г = аср Соя 9< сИ 

ву — - — />9 й'ш 'Ы (И, 
ны получимъ 

и, сл'бдовательно, будемъ им^ть 

ВЪ аредположен1И, что, при 

I -= О, 
и 

т. е. что въ начал*]^ временъ движущаяся точка находится 
въ вершин* В эллипса, ибо, при ^ = О, 

.г = О п у —- Ь. 

Преобразуемъ интегралъ, входящхй въ выраженге для з. 
Мы будемъ им'Ьть 

^ = «? / / 1 _ /^^~ ^''' 8т^ ср^ аг 



или 



гд* 



5 = «? I у^1 — е' 8гп' ср^ (И, 



2 а'- — &2 с- 

а- ■ а- 
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ИжЬя въ внду, что эллиптичесв1й интегралъ Лежандра 2-го 



рода 



/»? , 

Е (?, *) = У у 1—к' Згп'^р г/ср, 



гд-Ь к есть модуль этого интеграла, мы можемъ написать за- 
конъ разстоян1й разсматриваемаго нами движен1Я подъ видомъ 

что касается способа вычислешя 8 по полученной формул-Ь^ 
то онъ указывается въ курсахъ теор1и эллиптическихъ функц1й. 
Прим'Ьръ 3. Опред']^лить траектор1ю и законъ разстоян1й 
въ движен1И точки, заданномъ, относителено полярной системы 
координатъ въ пространств']^, уравнен1ями 

г = 72 

00+ /г* 

ту 

ср == 1дп а 1д 



1пд 



гд* 



Е, 6^5, А: и а 



суть постоянныя величины. 

Третье изъ заданныхъ уравнен1й можетъ быть предста- 
влено подъ видомъ 



е'^- Ыд \ =Ьпд^-^^. 
сл-Ьдовательно, уравнешя траектор1и будутъ 

1пд-^'^Ьпд^^ е "^ , 

откуда видно, что траектор1ей служитъ кривая, построенная 
на сферической поверхности радхуса -й, для которой ср ^^ 
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«вязаны посл^дннмъ ивъ полученвы](^ъ уравнен1й. Такая кри- 
вая известна подъ назвашемъ ЛОКСОДромЫ и владЪетъ, какъ 
дто мы увидимъ ни«е, тЬыъ свойствомъ, что скорость дви- 
жущейся по ней точки въ каждомъ ея поло2Бенш составляетъ 
постоянный уголъ съ меридтаномъ, проходящимъ черезъ эту 
точку. 

Что касается закона разстоятй въ разсматриваемокъ 
движен1И, то, им^я въ виду, что вообще въ полярныхъ ко- 
ординатахъ 

(18= у/ йг' + гЧЬ^ + г ^ 5ш^ в (^ср^ 
я что въ нашемъ частномъ случае 

с/в = Ы1 

к ^* 

<Ц = Ыда --^^-цТЧ^^ЛТ^^ = *^^^ " 8гп^Г^Ъ) ' 
1111 буденъ им'Ьть 

О ' О 

ври условш, что, при 
и 

и, слЬдовательно, получимъ, что 

Ы 



8 = Е 



Со8а 



22. При разсмотр']&н1и движенгя точкИ; надо отличать 
путь, дройденный этой точкой яа данный промежутокъ вре- 
мени, отъ ея перемещен 1Я, отв4чающаго этому промежутку. 
Подъ вторымъ, т, е. подъ перем4щен1емъ точки, отв^чаю- 
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щимъ данному промежутку времени, мы будемъ разум']&ть 
длину дуги траектор1и между положешями точки въ началь- 
ный и конечный моменты разсматриваемаго промежутка. При 
этомъ перем']&1цен1е точки будемъ считать положительнымъ, 
^сли его направлен1е; считая отъ начальнаго положен1я точки 
къ конечному, будетъ совпадать съ направленхемъ положи- 
тельныхъ разстояшй, въ противномъ случа-Ь перем4щен1е бу- 
демъ считать отрицательнымъ. 

Путемъ точки за данный промежутокъ времени будемъ 
называть разстолн1е, пройденное ею по траекторхи за этотъ 
промежутокъ времени. Очевидно, что путь точки будетъ всегда 
положительн ымъ . 

Не трудно видеть, что въ н-Ькоторыхъ частныхъ случалхъ 
перем'Ьщен1е точки, отвечающее данному промежутку вре- 
мени, и ея путь яа этотъ промежутокъ д'Ьйствительно разли- 
'чаются между собой. Пусть, наприм'Ьръ, за некоторый про- 

С 




Черт. 25. 

межутокъ времени Д^, движущаяся точка перешла по траек- 
тор1и изъ точки А (черт. 25) въ точку В и зат-Ьмъ изъ 
точки В въ точку (\ Въ этомъ случа-Ь путь точки за про- 
межутокъ времени А^ будетъ 

АВ + ВС, 
а ея перем'Ьщен1е, отвечающее этому промежутку, будетъ 

Д.5 = АС, 

причемъ это перем^щеше положительное (на нашемъ чер- 
теж* стрелкою указано направлен1е положительныхъ разстоя- 

.В1Й). 

Если, наприм^ръ^ за данный промежутокъ времени точка 
лерешла изъ положешя А (черт. 25) въ положен1е В, а за- 
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т']^мъ изъ положен1д В опять возвратилась въ положен1е А^ 
то ея перем'Ьщен1е, отвечающее этому промежутку времени, 
равно нулю, между т-Ьмъ путь, пройденный ею въ течен1е 
разсматриваемаго промежутка, будетъ 

ЛВ + В А -- 2АВ, 

Векторомъ перем^щен1Я точки за данный промежутокъ 
времени будемъ называть хорду ея перем-Ьщенхн, отв-Ьчаю- 
щаго этому промежутку. 

•Векторъ перем'Ьщен1я, соотв'Ьтствующ1й перемещенхю А^^ 
будемъ обозначать символомъ 

Л5. 
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О скорости. 



23. Положимъ, что некоторая точка движется по траев- 
торш ЛВ (черт. 26) и въ моментъ времени I находится въ 
положен1и М на разстоянш $ отъ точен, принятой за начало 
разстояшй; положимъ, что въ моментъ времени ^1 она нахо- 




Черт. 26. 

дится въ положен1и Мх на разстоян1и ^^ отъ начала раз- 
стояшй, тавъ что за промежутокъ времени 

ея перемЪщеше по траекторш есть 

а векторъ этого перем^щен1я 

ММ, = 1^8. 
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Средней скоростью точки за данный промежутокъ вре- 
мени будемъ называть отношеше ея вектора перем^щешя за 
этотъ промежутокъ времени къ самому промежутку и будемъ 
обозначать ее символомъ 

Такимъ образомЪ| для промежутка времени А^ будемъ 
им'Ьть 

Зам^тнмъ, что приведенное опред^ен1е средней скорости 
показываетъ, что для даннаго промежутка времени она напра- 
влена п6 вектору перем'1щен1я, отвечающему этому промежутку. 

Скоростью точки въ данный моментъ будемъ называть 
пред^лъ ея средней скорости за безконечно-малый промежу- 
токъ времени, прилегаюпцй къ этому моменту, и будемъ обо- 
значать ее символомъ 

т. е. будемъ им']^ть, что въ моментъ времени ( скорость 

Теорема. Скорость точки въ данный моментъ времени 
равняется отвтьчающему этому моменту значенгю произ- 
водной по времени отъ функцги, выражающей ааконъ раз- 
стоянш, и направлена по касательной къ траекторги въ 
соотвгьтствующей точкп>. 

Въ самомъ кЬл^^ на основан1и даннаго определен1Я ско- 
рости, мы будемъ им-ЬтБ, что въ моментъ времени ^^ когда 
разсматриваемая нами точка будетъ находиться въ положети 
М (черт. 26), ея скорость будетъ 

V = Ыт -д^ » . ' (5) 

откуда, им*я въ виду, что, при отыскан1и предала отношешя 
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двухъ безконечно-малыхъ величинъ, каждую изъ нихъ можно 
^ам'Ьнцть ей эквивалентной и что безконечно-^малая дуга и 
'СООтв'Ьтствующая ей хорда взаимно эквивалентны, получимъ: 

«ЛИ, согласно опред-Ьлешю производной, 

^^ = ^'1= % • (6) 

Что касается направленхи скорости, то выражеше (5) 
аоказываетъ, что оно совпадаетъ съ направленхемъ пред^ль- 
наго положен1я вектора 

или, что все равно, вектора 

т. е. хорды ММ^, а такъ какъ предельное положеше по- 
<5л4дней есть касательная ЖТ, то скорость разсматриваемой 
нами точки, въ моментъ времени {, будетъ направлена по 
касательной и, следовательно, наша теорема доказана. 

На основаши предыдущей теоремы, мы видимъ, что для 
того, чтобы, зная движен1е какой-нибудь точки, построить ея 
•скорость въ некоторый моментъ времени, мы должны взять 
производную по времени отъ функц1и, выражающей законъ 
разстояшй, вычислить ея значеше для даннаго момента, т. е. 
для соотв4тственнаго значен1я переменной ^ и полученную 
величину отложить въ условномъ масштабе по касательной 
къ траекторш разсматриваемой точки въ соответственномъ 
положец1и последней. 

24. Теорема. Величина скорости точки въ данный моментъ 
графически выражается тангенсомг угла, образуемаго поло- 
жительнымъ направлетемъ касательной къ графику раз- 
<^тоянгщ въ соотвтьтственной точкть, съ положительнымъ 
направленгемъ оси временъ. 

5* 
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Эта теорема является непосредственнынъ сл%дств1енъ 
того, что вообще на график'Ь фунвщи ея производная, при 
данномъ значен1и аргумента» графически выражается тан ген- 
сомъ угла, образуемаго положвтельнымъ ваправлешемъ каса- 
тельной въ графику функщиу въ соотв^ственной точкЬ, съ 
положвтельнымъ направлетемъ оси абсцнссъ. 

На основаши только что доказанной теоремы, мы мохенъ 
по графику разстоян1й найти скорость точки въ любой но- 
ментъ времени. Съ этой ц^лью, им^я графикъ разстояшй 
разсматриваемой точки (черт. 27), отложимъ на оси временъ 
отъ начала координатъ отр^зокъ ОА, численно равный про- 
межутку времени 1, отд^ля1рщему данный моментъ отъ начала 



V? 




Черт. 27. 

движев1я, построимъ зат4мъ соотв-Ьтственную ординату А В 
и, въ точк-б ея пересЬченхя съ графикомъ разстояв1й, каса- 
тельную ВТ къ посл4днему; проведемъ, наконецъ, изъ точки 
В прямую ВС, параллельную оси времеоъ, отложимъ на ней 
отрЪзокъ ВВу равный единице, и изъ точки 2) возставимъ 
къ ней перпендикуляръ. Отр*зовъ ВЕ этого перпендикуляра 
будетъ численно равенъ скорости разсматриваемой точки въ 
люментъ времени и 

Зам'1тимъ, что, зная скорость точки въ функщи отъ времени^ 

мы можемъ построить, такъ называемый, графикъ скоростей, 
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Т. е. кривую, выражающую зависимость скорости отъ вреыени, 
совершенно такъ хе, какъ ны строили графйкъ равстоапй. Въ 
этонъ случае одна изъ координатныхъ осей, наприм'^ръ ось 



о Т 



Черт. 28. 

абсциссъ, принимается за ось временъ (черт. 28), а другая — 
за ось скоростей. 

25. Чтобы установить единицу СБорости, разснотримъ 
одинъ частный случай движешя, а именно, такъ называемое, 
равномЪрное движен1е, т. е. тавое, во все время котораго 
скорость остается постоянною. 

Въ этомъ случа*!, значить, мы будемъ им'1ть 

V = СопвЬ 

и, следовательно, на основанхи равенства (6), получимъ 

•. = 1^, ..... .'.(7) 

откуда, полагая, что 

I — ^0 = 1 И 5 — ^0 = 1, 
найдемъ, что и 

V = 1, 

т. е. будемъ имФть сл'Ьдующее опред'1леше единицы скорости. 
' Единицею скорости называется скорость такого равно- 
м^рнаго движен1я, въ которомъ въ единицу времени точка 
проходитъ разстояше, равное единиц']^ длины. 

Приведенное опред'1лен1е и равенство (7) показываютъ, 
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что единица скорости есть сложная единица и что ея син- 
воль есть • 

если, наприм^ръ^ 8а единицу длины мы примемъ сантиметръ^ 
а за единицу времени секунду, то единицей скорости будетъ 
сантиметръ, д-^ленный на секунду; если за единицу длины 
примемъ футъ, а за единицу времени секунду, то единицей 
скорости будетъ футъ, деленный на секунду. 

Зам-Ьтимъ, что изъ равенства (7) слЬдуетъ, что 



откуда, полагая 
получимъ 



^0 — ^'о = *. 



6^ = г;^ -(- к, 



гд*]^ V я к постоянный. Такимъ образомъ видимъ, что въ 
равном'Ьрномъ движенш законъ равстоян1й выражается ц'Ьлой 
функщей первой степени отъ времени. 

26. Проекцж скорости на оси координатъ. Положимъ, 
что движен1е некоторой точки отнесено къ систем*! пряно- 
угольныхъ координатныхъ осей въ пространстве и задано^ 
посредствомъ задан1я ея координатъ въ функц1яхъ отъ вре- 
мени, уравнен1ями 

^ = /;(о 



(8) 



Положимъ, что при этомъ разсматриваемая нами точка дви- 
жется по траектор1И АВ (черт. 29) и что въ н'^который 
моментъ Бремени I находится въ положеахи Ж, а въ моментъ 
времени 



0\д\{\7.е6 Ьу 



Соо§1е 



71 — 



въ положеши М^, им^д при этомъ воординаты 

Называя перем^щенхе нашей точки за промежутовъ вре- 
мени А^ черезъ 



^ 
/^ 







Черт. 29. 

и векторъ этого переи']^щешя черевъ 

мы будемъ ЕъЛтъ 

Ах^^Аз Со8 (А5,:г) 

Ду = Д5 Со8 (Аз^у) 

Д^ = Д8 С08 (Д5,^) 

откуда, д&[я полученныя равенства на Д^ и переходя зат^мъ 
въ пред']&ламъ, подводя Д^ къ нулю, получимъ 



-^- =^ V С08 (V^ Х) 

>/! = ^'(^08{V,у) 
(1х 



} ' 



. • • (9) 



тавъ какъ въ пред^Ф векторъ А$ стремится къ совпадетю 
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СО скоростью равсматриваемой нами точки въ иоментъ вре- 
мени и 

Выведеннна формулы показываютъ, что проекц1и скорости 
точки на оси координатъ^ въ н'Ькоторый моментъ времени, 
равняются 8начен1ямъ производныхъ по времени отъ коорди- 
натъ движущейся точки въ соотв'Ьтствующхй моментъ. 

На основаши формулъ (9), мы будемъ им'Ьть 



-/шт+(#;+(|)' 



гдЪ передъ корнемъ надо брать знакъ илюсъ, ибо онъ выра- 
жаетъ длину вектора, взображающаго скорость, что же ка- 
сается направлев1я этого вектора, то оно опред'Ьлится коси- 
нусами угловъу образуемыхъ имъ съ координатными осями, 
которые будутъ 



С08 {V, Х) = 



с1х 



\гт+{%1+т 



С08 (V, у) = 



С08 {V, 2) = 



Ъ_ 

2 



Принимая во внимаше уравнен1Я (8)^ мы получимъ 

^- = /]л (о}' + \г\ (оТ +]/•', (ОГ 

и, такимъ образомъ, будемъ им-бть формулу^ по которой мо- 
жетъ быть вычислена скорость точки въ любой моментъ вре- 
мени, когда известны ея координаты въ функщяхъ отъ времени. 
Теорема. Скорость движенья, проектированнаго на непо- 
движную ось, равняется проекцги на эту ось скорости дан- 
наго движенья. 



0\д\{\7.е6 Ьу 



Соо§1е 



— 73 — 

Такъ вавъ любая прямая въ пространстве ]^ожетъ быть 
принята ва одну изъ воординатныхъ осеЁ, то, нисколько не 
нарушая общности предложенной теоремы, мы можемъ дока- 
зать ее для координатныхъ осей. 

По м-Ёр*! того^ какъ точка движется по своей траевтор1и, 
ея проекщи на оси воординатъ движутся вдоль послФднихЪ; 
причемъ уравнешя (8) являются законами разстоянШ этихъ 
движен1й. 

ИмЪя же въ виду это зам^чанге и называя скорости въ 
дввжешяхъ по координат'нымъ осямъ соответственно черезъ 



мы будемъ им^ть 



^х^ '"у' ^«' 




•%=Л(0 = 


<1х 
(И 


% = /", {() = 




% = /'з (0 = 





и, следовательно, на основан1и уравнешй (9), получимъ 

Vx = V С08 (V. Х) 
Vу = V С08 {V, у) 

V|^ =: V С08 (V, 2)^ 

что и доказываетъ предложенную теорему. 

ПримЪръ 4. Определить скорость точки въ движеши^ 
заданномъ, относительно прямоугольныхъ осей въ пространстве, 
уравнен1ями 

ж = а 8гп а I Сов р< 

у =^ а 8т а 1 8гп ^1 
. ^ = а Со8 а I 

Мы будемъ иметь 

V Со8 {V^ ж) = а а Со8 а1 Со8 ^1 — а^ 8гп а{ 8гп р< 

V Со8 («;, у) = аа Со8 а1 8%п ^1 -|- ар 8гп а1 Со8 ^1 

V Со8 (^, -г) = — а а 8гп а1 
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И, следовательно, 

ь* = (аа Со8 а{ Со8 ^^ — ор 8т аЬ 8гп ^у + 
+ (аа Со8 а1 8гп ^{ -\- а^ 8т а1 Со8 ^1)'' + а» а' 8гп* а.1 = 



откуда 



= а|/ а^-|-р»в»й» 



0.1 



С08 (V, у) = , *^ "^ = 

С08 (V^^) = — -у-- 1^=-:-- ------- 

Уо1^ + ^^8гп^аг 

ТраеБтор1я разсматриваемаго движен1Д есть кривая, на- 
черченная на сферической поверхности радуса а, что видно 
изъ того, что, возвышая въ квадратъ данныя нанъ уравне- 
шя и складывая ихъ между собой, мы получимъ 

что же касается вида этой кривой, то, для его выдснешя^ пе- 
рейдемъ къ полярнымъ координатамъ. Известно, что 

х=^г Со8 ср 8гп 6 

у = г 8гп 9 8гп Й 

^ = г Со8 О , . 

сравнивая же эти уравнен1я съ данными намъ, получимъ, что 

ср = ^1 

И 

= а{, 
откуда видно, что^ для разсматриваемой нами кривой, 

9 = !■ е 
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« = 0, 



движущаяся точка будетъ находиться въ сЬверномъ полюс*]^ 
(черт. 30), ибо въ этомъ случай 




Черт. 30. 
И будетъ имйть скорость 

и направленную параллельно оси ОХ, ибо тогда 
Со8 (г, ж) = 1; Со8 (г, у) == Со8 (;1\ ^) = 0. 

27. Проекц1я скорости на подвижное направлен1е. По- 

ложимъ^ что мы им'Ьемъ н']^который переменный вевторъ 

АВ = г 




Черт. 31. 
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(черт. 31) начало и конецъ вотораго 

Л (а, Ъ, с) 
и 

двигаясь въ пространств^^ опнсываютъ некоторые траевторхи 
и им^ютъ соотв'1тственно скорости 

а 
и 



положииъ зат^мъ, что н'1которая прямая / движется въ про- 
странств'6, причемъ ея движете задано посредствомъ заданга 
Боординатъ 

точки Д лежащей въ концЬ параллельнаго ей вектора ОЕ^ 
равнаго единиц']^ длины и проведеннаго изъ начала координатъ. 
Такимъ образомъ^ при движеши прямой I въ простран- 
ств'Ь, точка Е будетъ описывать некоторую траекторш на 
сферической поверхности радгуса, равнаго единиц'Ь длины^ 
двигаясь по ней съ н'Ькоторою скоростью 

(О. 

Наша задача заключается въ томъ, чтобы найти выра- 
жен1е для'проекщи скорости V конца вектора г на напра- 
влен1е прямой к Съ этой ц^лью напишемъ геометрическое 
произведен1е 



и продифференцируемъ посл'1днее равенство; мы будемъ им'Ьть 

а\гСо8{г,1)\ (их ^(^\рх(гг п\^Л^(^-^ ^\г^^ 



+(у-ь)^+{ъ -%)'-+('-")'' 
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а\г С08(г ,1)\ <1х г . йу , йе . {йа ^ , ЛЬ , йс.Д , 
-ЛЬ = «?Г^-*- Ж^+Иь'^ — \1[ь^+И*'П + ъЧ'^ 

а такъ какъ 
и 



ТО получимъ 
а \гСо8{г,1)\ 



= V Со8 (г;, I) — и Сов (|*, /) + го) Со8 (г, «>), 



откуда найдемъ искомое выраасеше для проекщи скорости 
на подвижное на11равлен1е подъ видомъ 

а\тао8{г,1)\ . 
VСо8{V^) —-'~^^—-~-+-иСо8(щ1) — г(оСо8(г,а}) . (10) 

Въ частномъ случаЬ, если конецъ Л вектора г будетъ 
неподвиженъ — формула (10) приметъ видъ 

с1 1гСоз{г,1) I 
V С08 (V, I) = -^ Г(0 С08 (г, (о) 

Если же, кром-Ь того, и ось I будетъ неподвижна, то 

(0=0 

и, сл']&довательно, формула (10) приметъ видъ 

(I 1гСо8 (г, I) I 

Последняя формула даетъ общее выражеше для проекщи 
скорости на неподвижную ось. 
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28. Кавъ приложен1е общей формулы для проевц1и ско- 
рости на подви ясное направлеше, найдеиъ проекцхв сЕоростн 
точки на оси полярной системы воординать въ пространств'^^. 

Положимъ, что им^емъ некоторую точку М (черт. 32), 
полярныя координаты которой суть 

г, ср, е. 

Построимъ коордйнатныя лин1и этой точки, т. е. напра- 
влеше ея рад1уса вектора ОД, ея меридганъ РМР^, и ея па- 
раллель СМВ, проведемъ въ точк* М касательныя МП и 



^^^ 


ш 


^С" 


р%ё 


щ 






щ. 


V 



Черт. 32. 

МК къ координатнымъ лишямъ и направимъ ихъ въ сто- 
роны увеличешя соотв4тственныхъ координатъ. Прямыя 

МВ, МН и МК 

II являются, какъ изв'1стно, осями полярной системы коорди- 
натъ въ точк-Ь М. 

Полагая, что разсматриваемая нами точка^ двигаясь въ 
пространств* по н-Ькоторой траектор1и АВ, им-Ьеть въ поло- 
жеши М некоторую скорость ^, найдемъ проекщи этой ско- 
рости на оси полярной системы координатъ. Им']^я въ виду, 
что въ нашемъ случае 

и = 
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И что рад1усъ вевторъ г точки Ж расположенъ по оси ЖЕ 
и, сл-ЁдовательБО, перпендиЕуляренъ въ осямъ 

ЖЯ и ЖК, 
мы будемъ им^ть 

V Со8 (г;, Е) = -I — га>^ Сов (г, со^) 



V С08 (г\ Н) = — ГШд Со8 (г, СОз) 

V С08 {V, К) = — ГШз С08 (г, а>з) 



гд* 



(И) 



суть скорости точекъ Д, Д и Е^, лежащихъ въ концахъ 
вевтороБЪ единичной длины, проведенныхъ изъ точки О и 
соответственно параллельныхъ осямъ ЖЕ, ЖН и ЖК. 

Переходя къ выяснешю значен1й этихъ скоростей, зам-Ь- 
тимъ, что, при перем^щенхи точки Ж въ пространств*, а 
сл'Ёдовательно и при изм'1^нен1И положешв, построенныхъ при 
ней, осей полярной системы координатъ, точки Е^, Е2 и Е^ 
будутъ перем']&щаться по сферической поверхности единич- 
наго радхуса, причемъ точка Е^ будетъ все время оставаться 
на экватор-Ь этой сферы, а точки Ег и Е^ въ каждый мо- 
ментъ времени будутъ лежать на одномъ и томъ же ея ме- 
рилган*]^. 

Положимъ, что въ некоторый моментъ времени Ь упомя- 
вутыя точки занимаютъ положенхя Е^у Е<^ и Е^ (черт. 33) 
на сферической поверхности? я въ моментъ времени ^^^ черезъ 
промежутокъ времени Д/, положешя Е^\ Е^^ и Е^'\ тогда мы 
будемъ им11ть 

Ыт 



О), 



0)2 = 1гш 



а>з = Ит 



Е, Е,^ 



м 



Е^ Е^ 

Е^,Е^ 
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Проведя черезъ точке Д в Е{' ихъ иеридааны и парал- 
лели, на видинъ, что, 



151 




И, следовательно, можемъ написать, что 



0)^ = Цш —^^ — (- Им 






но 









а тавъ какъ 
то 



0^;, =0Р=1, 



<1>;=:^ше-^| 



т 



йЬ 



Съ другой стороны^ въ пред-Ьл* хорды Е^Р л РЁх со- 
впадаютъ съ осявш ДД и Е^К и, следовательно, парал- 
лельны осямъ МП и Л/^?', а потому, им4я въ виду, что 
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мы получимъ 

ю (..^ I?^ — л. -г.ч Лло {.шх ТТЛ — .^^^ш, й 



со^ Со8К,Д) = 0;о), Со8(ф,,Н) = 8гпЬ^; 



Дал'^е 



ибо 

0^:, = 1; 
следовательно 

а такъ хавъ 



^2 = И' 



и параллельна и противоположна по направлешю вектору 
(тД. то мы будемъ ЕжЬть 

сод Со8 (щ,В) = — 8гпЬ ^; со^ (7о5 (ш^, Я) = 0; 
(О, (7о5 (а>з, К) = — СозЬ ^^• 
Навонецъ, тавъ вавъ 



^ь;^у=^Л^; + ^1-ьу. 



то 



но 
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ибо 
сл'бдовательно 



0Ь\==0Ь'з'= I, 






Съ другой стороны, въ пред-Ьл* хорда Е^Рг совпадаетъ 
по направлешю съ осью Е^Н^ и, сл-Ьдовательно, становится 
параллельной и одинаково направленной съ осью МН^ а 
хорда Ех Е^ совпадетъ по направлеи1Ю съосью Е^К^ и сл-Ь- 
довательно становится параллельной и противоположной по 
направлешю съ осью МВ (ибо ОЕ^ _Ь ОД), а потому, им*я 
въ виду, что 

МЫ получимъ 

сод Со8 («>з, ЛГ) = 0. 

Полученные результаты могутъ быть сгруппированы въ 
следующей таблиц*: 




В 



Н 



со, 



<0а 



8гпЬ 



4^ 
~3ь 



К 



сИ 



8гпЬ 



аг 



(И 



СозЬ 



с1^ 



СозЬ 






(12) 



Принимая дал'бе во внииаи1е, что 
г Сов {г, Е) = г;г Сов (г, Я) = 0; г Сов (г, К) = О, 
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м^1 получимъ; 'что 

ГФ^ Со8 (г, О),) = га>^ = о 

го)^ Со8 (г, («з) ==П1>2= — г 8гп 6 2 

га)з Го5 (г, Шз) =:го), = — г ^^-- 



я, сл'^довательБО, на основанхи формулъ (11), будеиъ жуЛчъ 

йг 



V Со8 (г\В) гг^ 4л 



г Со8{ь,Е) :--- г8тЬ ^^ 

V С08 (V, К) гтг Г ^^^ • 

Им']^д эти формулы п припимая во вниманте попарную 
взаимную перпендикулярность осей 

ОД ОН и ОА^ 

ыы получнмъ выражен1е для СЕорости точен въ зависимости 
отъ ел полярныхъ воординатъ подъ вндомъ 



" =/(т) +•■•««• пж;+''( 



29. Для системы полуполярныхъ координатъ въ нро- 
странств'Ь, координаты некоторой точки Ж, какъ изв-Ьстно, 
«уть 

г, ср п ^ 

(черт. 34). Координатными лишями въ этой точк* будутъ: 
образующая цилиндра, описаннаго около оси РР^ проходящая 
черезъ точку Ж, перпендикуляръ О^В къ оси упомянутаго 
цилиндра, проходящШ черезъ эту точку, и ея параллель СМ1)> 
Осями полуполярной системы въ точкЬ Ж будутъ касате:1ь- 
иня, проведенныя въ этой точк^ къ координатнымъ лншямъ^ 
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направленньш въ стороны увеличешя соотв'Ьтственннхъ ко- 
ординатъ, т. е. будутъ оси 

МВ, МН и МК 

Полагая, что некоторая точка, двигаясь въ пространстве 
по траектор]и АВ, ик'бетъ въ положев1и М скорость V, най- 




Черт. 34. 

деиъ цроекцш этой скорости на оси полуполярной системи 
коордвнатъ. 

Называя радхусъ векторъ точки М относительно точки Р 
черезъ р и им-Ья въ виду, что, въ разсматрнваемомъ нами 
случае, скорость 

и = Оу 

по фориул'Ь (10)^ мы будемъ им'Ьть 

а\рСо8{р,Е)\ 

V Со8 (г\ В) = ^^ — ра)^ Со8 (р, (о,) 

г С08 (V, Н) ^^^ - рш^ С08 (р, СОз) 

(/ |рСо5(р,1Г)| 

V С08 {V,К)= -~^ —9Щ С08 (р, (Оз), 

откуда, принимая во вниманхе^ что 

р Со8 (р,В) = г; р Со8 (р, Я) = О; р Со8 (р,К) = г 
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И что 




л 






О 

о 



к 

о 

о 
о 



(13) 



мы будемъ ии'^^ть 



V С08 (V, Е ) 



си 



V Со8 (г;, Н) = г 



с1<^ 



П С08 (V, К) = 






посл^ чего найдемъ выраженхе для скорости точки, въ зави* 
симости отъ ея полуполярныхъ координатъ, подъ видомъ 



30. Въ систем'^ полярныхъ координатъ на плоскости, ко- 
ординатными ЛИН1ЯМИ точки, координаты которой суть 

ГИФ 



ж 




Черт. 35. 



(черт. 85), служатъ направлете В ея радхуса вектора и 
окружность^ описанная взъ полюса рад1усомъ, равнымъ этому 
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рад1усу вектору. Проведя изъ точки М касательную МН 
къ этой окруфности, мы получимъ оси полярной системы 
координатъ въ точк-Ь М 

\ МВ и МН. 

Полагая, что равсматриваемая нами точка движется по 
некоторой траектор1и АВ и въ доложети М ин^^тъ ско- 
рость г;, по формул'Ь (10), мы будемъ им^ть 

V Со8 (г\ В) =^ -^ ГСО^ Со8 (г, СО^ 







V С08 (г 


.щ 


= — ГО).^ С08 


(г, 


«>,), 


а такъ 


какъ 




ГФ, 


С08 (г, (0 = 


0, 




ибо 








Г 1.^и 






и .,,. 








с19 







Со8 (г, (о^; =—1, 
то иолучимъ 

V Со8 (г;, Н) = г ^^^ ? 

откуда найдемъ выражеше для скорости точки, движущейся 
на плоскости, въ зависимости отъ ея полярныхъ координатъ, 
подъ видомъ 

. Прим'Ьръ 5, Найти скорость въ движеши, заданномъ, 
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относительно лошрной систенн коордннатъ въ пространстве, 
уравнен1я]1И 

г = В 



= е^ ^- ы 




ср = {дп а 1д 




Мы будемъ им4ть 


;!:=« 


1=* 


(1^ Ыпд а 



И следовательно получимъ, что 

V Со8{ь,Е) = о 

V Со8 (г', Н) = ВЫпд а 

V С08 (V,К) = Вк 



и что 



кВ 8 ее а = 



кК 
Соза 



Полученные результаты показываютъ навгь^ что въ разсма- 
триваемомъ движенш скорость точки постоянна по величине, 
а такъ вакъ 

Со8(г,К) ^^ = Со8а, 



то эта скорость, въ каждомъ положеши движущейся точки^ 
образуетъ постоянный уголъ съ ея мерид1аЕ0мъ (см. при- 
мерь 3). 
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ПримЪръ 6. Опред1к[ить скорость въ движенш^ заданномъ, 
относительно полярной системы координатъ на плоскости, 
уравнешями 



Мы будемъ им^ть 



, 27: ^ 



дг й^ 2те 



и, следовательно, полущмъ 

V Оо8 (г;, Д) = а 

г С08 {V, Н) = Ц^ I, 

(ущ^а. найдеиъ, что 

Зам'Ьтимъ, что траекторхей, для разсматриваеиаго двиакеноя, 

5* 




Черт. 36. 
будетъ Архимедова спираль (черт. 86), уравнеше которой 

аТ 
^ = ^ ? 

получится исключешемъ ^ изъ данныхъ вамъ уравненхй. 

81. Задан1е движеи1я, посредствомъ задан1я проеицМ 
скорости на координатный оси въ функц1яхъ отъ времени* 
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Положивгь, что намъ ваданы проевц1и скорости на воор- 
динатвы0 оси уравнен1ямн 

^х = ?» ^*) 

^^ = ъ (*) 

На основаши формулъ (9), мы можемъ написать 

ах = 'р, (<) а1 

Ау = '^3 {I) (И 

йг = срз (О аг, 

откуда, интегрируя ати равенства въ правкгхъ частяхъ отъ 
нуля до н^вотораго 1у а въ л'Ьвнхъ по гг. у л ^ ьъ соот- 
в-Ьтственныхъ пред'Ьлахъ и полагая, что, при <=0, т. е. 
въ моментъ, отъ вотораго мы отсчитываемъ время, 

мы будемъ им^ть 



х- 



^ — ^0 = / ?з (*) 



(?/. 



Тавимъ образомъ мы видимъ, что, если проевцш сворости 
точви на три воординатныя оси заданы въ фунвц1яхъ отъ 
времени, то для того, чтобы знать движенхе, т. е. чтобы 
зиать координаты движущейся точви въ фунвщяхъ отъ вре- 
меви, надо знать начальныя координаты этой точви, т. е. 
ея воординаты при ^ == 0. 

Зам'Ьтимъ, что, тавъ вавъ 

(18 
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то въ разсматриваемонъ памя случа-Ь, т. е. К01'да заданы 
проекцш скорости точки въ функшяхъ отъ времени, закона 
разстояшй можетъ быть цайденъ по формуле 

/ .- - 

о 

гд*]^ $0 есть начальное разстолше движущейся точки. 

Движенхе можетъ быть задано также посредс1твомъ за- 
дан1я закона скоростей, т. е. посредствомъ задашя скорости 
движущейся точки въ функщи отъ времени. 

Въ такомъ случа*]^^ им'][;я 

V =± ср (I) 

л принимая во внимаи1е равенство 

_ ^ 

мы получимъ 

откуда, интегрируя въ правой части отъ О до ^, а въ л-^вой 
по 5 въ соотв^тственцыхъ пред-Ьлахъ, найдемъ 



М ' 



8 - 8^ = ] Ср (О ^^. 



гд^ $0 есть, такъ называемое, начальное разстоянхе разсма- 
трива^мой нами движущейся точки, т. е. ея разстоянхе отъ 
точки, принятой за начало разстоянШ, при ^ = 0. 

Изъ издоженнаго видно, что, если движеше точки задано 
посд)едствомъ залащя ея скорости въ функщи отъ времени^ 
то для того, чтобы знать двпжеше, надо знать начальное 
разстолше точки и вс^ элементы (кромЪ заш)на. разстояшй)^ 
перечисленные въ § 20, т. е. ея траевторш, начало раз- 
СТ0ЯН1Й, направлен1е положительныхъ разстоян1й и начало 
временъ. 
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Прим^ръ 7. Опред-Ьлимъ движенхе точки, задаонае^ сдо^ 
средствомъ задан1я проевц1и ея скорости на прямоуго^цьбыя 
оси координатъ въ пространств'^, уравнен]ями 

г^ = '^^'^ •= 1с 8гпа1Со8^1 
г у = % =1 8гпа18гп^1 

при услов1И, что, при *=0, 

X — у = -г" = о 

т. е. что точка находится въ вачад'Ь координатъ. 
Мы будемъ им4ть 

= 2 У" 6'»» (а + ^ ) иИ-\-1 I' 8т (а — р) Ы< = 

о и 

_ А; I _ I Соз (а + ^) * _ I Со» {а — ^) * I 

2 1 ! «+? ! »-? )~ 

Ъ. А; ( Со$ (а + ?!) < Соз (а - ^) < \ 

а»->"> 2\ а+",Ч + а-р I 

2/=/ У 8ша18т^сИ=^ 

о 
= -2 у 0)8 (а — р) ^ а'< — 2 у С08(а + р()<-^^г= 



О 



^ г ( 6\п (а — Э) * _ 8гп {а + ^)П _ 



шВтп^ 
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Равсматриваеиое движен1е9 сл-^^довательно, опред'бляется урав- 
нешями 

_ Ы _ к I С08 (а + ?) * _ (705(а-Р)е 1 

_ I ( 8т((1 — ?)г _ 8т (а + р) Г \ 
У — 2 \ а-'р ^ а + р ( 
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Глава III. 
Объ ускорбн1и. 

32. Въ предыдущей глав'Ь мм вид'Ьли^ что единственнымъ 
движев1емъ, во все время котораго скорость остается по* 
стоянной, какъ по величине, такъ и по направлен1ю, является 
равномерное и прямолпнейное дви&еше. Во всякомъ другомъ 
движен1и скорость непременно изменяется или по величине, 
или по направлешю, или же, наконецъ, и по величине и по 
направлевхю. Для того, чтобы судить объ изменен1и скорости 
въ данномъ движен1и, введемъ понят1е о, такъ называемомъ, 
уекоренхи движущейся точки. 

Положимъ, что некоторая точка движется по траекторхи 
ЛВ (черт. 37) и что въ моментъ времени ( она находится 



Сли 



ъ 




Черт. 37. 

въ положенш М е имеетъ скорость V^ а въ моментъ вре- 
мени ^1 въ положеши Мг и имеетъ скорость V^. 
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ПрюбрЪтенной скоростью точки за данвнй промежутокъ 
времени будемъ называть геометрическую разность скоростей 
въ конц']^ и въ начале этого промежутка. 

Среднимъ ускорен1е11ъ точки за дамный промежутокъ 
времени будемъ называть отношеше пр1обр']&тенной скорости 
за этотъ промежутокъ времени къ самому промежутку. 

Ускоренгемъ точки въ данный моментъ будемъ называть 
пред^лъ ен средин го ускорешя за безкопсчно-малый проме- 
жутокъ времени, прилегаюпцй къ данному моменту. 

Проведемъ изъ точки М (черт. 37) векторъ МВ^ геоме- 
трически равный скорости г, и соединвмъ конецъ О ско- 
рости V с1ь точкой 1). Обозначая среднее ускорен1е за данный 
пройежутокъ времени символомъ а^^ а ускорен1е въ данный 
мокентъ буквою а, мы будемъ им*ть, что среднее ускореще 
за промежутокъ времени Д< 

а ускореше въ моментъ времени / 

. а=: 1гт а ^ Ит ^^• 

Если движен1е прямолинейное^ то геометрическое приран^еше 
скорости обращается въ алгебраическое, и 'мы будемъ им^ть, 
что въ такомъ случае 

а = 1гт^^=-1-, (^^) 

откуда видимъ, что въ прямолннейномъ движен1и ускоренхе 
является производной отъ скорости по времени и направлено 
вдоль траекторхи (въ ту или другую сторону, смотря по тому, 
будетъ ли скорость возрастать или убывать). 

33. Чтобы установить единицу ускорен!», разсмотримъ 
частный случай прямоливейнаго движен1я, а именно равно- 
лерем'Ьнное прямолинейное движен1е, при чемъ равноперс- 
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г1:Ьн11ымъ прямолииейаы|1ъ движен1емъ будемъ называть такое 
прямолинейное движенхе, въ котороиъ ускореше остается 
все время постояннымъ, при чемъ, если оно положительное, 
то движете будемъ навнвать равноускореннымъ, если же 
отрицательное, то равнозамедленнымъ. 

Им^я это опред-блеше, на основап1и формулы (14), мы 
видимъ, что въ равноперем']&нномъ и прямолинейномъ дви- 
женш ускореше 

" = ;-т:. (15) 

полагая же въ этомъ равенств']^ 

>' — ?'у = 1 и ^ — ^0 = 1> 

найдемъ, что и ' 

а = 1, . 

откуда заключаемъ, что единица ускореН1Я есть ускореше 
такого равноускореннаго прямолинейнаго движенхя, въ кото- 
ромъ, въ каждую единицу времени, скорость уведичиваетсд на 
одну единицу скорости. 

Такимъ образомъ видимъ, что единица ускорешя, такъ же, 
какъ и единица скорости, есть сложная единица и ея символъ 
можетъ быть ивображенъ подъ видомъ 

если за единицу длины принять, наприм']^ръ^ сантиметръ, а 
за единицу времени— секунду, то единица ускорен1я будетъ 
<;антиметръ, д-Ьленный на секунду въ квадрат*. 
Замети мъ, что изъ равенства (15) сл-Ьдуетъ, что 



откуда, полагая, чтс^ 
получимъ 



'^0 — «*о — ^. 



V = а^+ I, 
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гкк а в I оостоявныя. Им^а въ виду, зат^нъ, переходъ отъ 
закона скоростей къ закону ра8стояв1й, нн будеш вн^ть 

О 

ИЛИ, полагая^ что 

получинъ 

и, такимъ образомъ, видимъ; что въ равноперем'Ьнномъ дви- 
жен1и законъ скоростей выражается ц'Ьлой функщей первой 
степени отъ времени, а законъ разстоян1й — ц'Ьлой функщей 
второй степени. 

34. Годографомъ скоростей даннаго движешя будемъ 
называть геометрическое место концовъ векторовъ, проведен- 
ныхъ изъ какой-нибудь неподвижной точки пространства и 




Черт. 38. 

геометрически равеыхъ скоростямъ въ этомъ движен1и. Та- 
кимъ образомъ, если изъ точки О (черт. 38) проведемъ век- 
торъ ОНу геометрически равный скорости V, зат4мъ, векторъ 
ОНи геометрически равный скорости VI и т. д. будемъ про- 
водить рядъ векторовъ, геометрически равныхъ скоростямъ 
въ разсматриваемомъ дввжен1и, то кривая ЕР — геометри- 
ческое м'Ьсто концовъ, построенныхъ такимъ образомъ векто- 
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ровъ и будетъ представлятъ годографъ скоростей разсматри- 
ваемаго нами движен1я. 

Теорема. Ускоренге въ данномъ движенги въ данный мо- 
ментъ времени геометрически равно скорости въ движенги 
по годографу скоростей въ соошвптственный моменшъ. 

Построивъ годографъ скоростей (черт. 38), мы видимъ, что 

д'Ьля об* части посл-Ьдвяго равенства на М и переходя за- 
т4мъ къ пред4ламъ. подводя А^ къ нулю, получимъ 

1гт ,, - Ыш ^ 



откуда^ им*я въ виду общее опред'Ьлен1е скорости точки и 
обозначая скорость въ движен1и по годографу скоростей черезъ 

Vн^ получимъ 

а = ^^^, 

что и доказываетъ предложенную теорему. 

Если движен1е точки отнесено къ систем* прямоугольныхъ 
координатныхъ осей въ пространств* (черт. 39) и если мы 
будемъ строить годографъ скоростей при начал* координатъ, 
то координаты перемЬнной точки на годограф* будутъ 

^ 11Х 

<1у 

такъ какъ, въ тавомъ случа*, рад1усъ векторъ этой точки 
годографа будетъ геометрически равенъ скорости разсматри- 
ваемаго движен1я, въ соотв*тствующей точк*, т. е. мы будемъ 

ЙН*ТЬ 

9^ '•. 
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Им']&я въ виду сделанное заы'1>чан1е, мы видиыъ, что, если 
наше движете будетъ задано, посредством^ задан1я коорди- 




Черт. 39. 
натъ движущейся точки въ функц1яхъ отъ времени, уравнен1яыи 

X = /; (I), у = /; (0. -^ = /:, (^\ 

то, исключивъ I И8ъ урабнен1й 

с = Л' (О, 

МЫ получимъ уравневхе годографа скоростей, построеннаго 
нри начал* координатъ. 

Прим^ръ 8. Вывести уравненхе годографа скоростей для 
движен1я, заданнаго, относительно прямоугольной системы 
координатныхъ осей въ пространств*, уравнетями 

X ■= а 8гп^ а^ 

у :=: Ь {(х1 — 8гп аЬ Со8 а1) 

2 = с 8гпа1 

Обозначая координаты переменной точки годографа ско- 
ростей, построеннаго при начал* координатъ, черезъ 

-., '/, -., 
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:мы будемъ вм-Ьтб 

^ := ^^^ ^^ 2аа8гпа1 Со8а1 

У] = 2 =Ъ\а — а Сов' а< + « ^^п' аЦ = 2Ьа 8ш^ а1 

!1 ^= -у! = СС', Со 8 (Х(, 

откуда, исключая /, получимъ искомыя уравнешя годографа 
подъ видомъ 



/2 «2 + 



Аа^а 



4Ь'^ 1- 



"Ь г^ ^2 -- 1 



Л2 _- Г* ^п _1_ /^2 ^•-' 



2Ь 



т] + с^ а- 



в такимъ образомъ видимъ, что годографомъ скоростей въ 
данномъ намъ движен1и является кривая пересЬчешя эллип- 
<50ида, опред-Ьляемаго первымъ изъ получениыхъ уравнен1й и 
параболическаго цилиндра, опред'Ьляемаго вторымъ иэъ этихъ 
уравнен1й. 

35. Проекц1я ускорен'т на подвижное направлен1е. По- 

ложимъ, что мы им4емъ н'Ькоторую точку, описываюп^ую 




Черт. 40. 

траектор1Ю АВ (черт. 40) въ пространств'Ь и находящуюся въ 
некоторый моментъ времени I въ положен1и Ж и имеющую 
скорость 
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и ускоренхе 

а; 

положимъ, зат'Ьмъ, что некоторая прямая I движется въ 
пространств-Ь, причемъ ея движенхе задано такъ же, какъ въ 
§ 27 предыдущей главы, и постараемся найти проекц110 уско- 
рен1я а разсматриваемой нами точки на направлеше прямой I. 
Построивъ при какой-иибудь точк'Ь пространства годографъ 
скоростей разсматриваемаго нами движен1я и обозначая ско- 
рость въ движен1и по годографу черезъ 

по общей формуле, для проекц1и скорости на подвижное 
направлен1е, мы будемъ им-бть 

(I \ ОНСо8(ОН,Т)\ 

^^^ С08(V^^,^) =г - ^ ^^у - — ОН о> Со8{ОН, оу). 

НО такъ какъ 

и, на основании предыдущей теоремы, 

Гн = а, 
то мы будемъ йМ'Ьть 

(1 \VС08{VЛ)] 

аСо8(а,1)= - ^^^ - ' — гсо 6Ь(г, о). . . (16) 

что и представляетъ искомую формулу. 
Если прямая I будетъ неподвижна, то 

(О =1 О 

и мы будемъ им^ть выражен1е, для проекщи ускорен1я на 
пеподвия^ную ось, подъ видомъ 

аС08(а,1):г:. ,/, • ■ • • (П) 



01д1112ес! Ьу 



Соодк 



— 101 — 

Теорема. Ускорете двиоюенгя^ проектированпаго па непо- 
движную ось, равняется щюекцги па эту ось ускоренгя дан- 
наго двиэюенгя, 

Въ самомъ д-Ьл*, имЬя въ виду теорему, аналогичную 
доказываемой^ для скоростей и называя скорость движешя 




Черт. 41. 

ПО никоторой оси I (черт. 41) проекщи т на эту ось точки 

Ж черезъ 

«^ , 
мы будемъ им^ть 

/■ ^ — /• Со5 {-О, I), 

съ Другой стороны, движение по оси I прямолинейное и, сле- 
довательно, называя его ускореше черезъ 

мы будемъ им*Ьть 

и такимъ образомъ, на основанш формулы (17), получимъ 

а Сов (а, Г) =: а^, 
что и доказывает* предложенную теорему. 
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36. Проеицт ускорен1я на оси координатъ. Им^я вь 

виду, 410 

*'х = г ('08 (Г,Х) = ^,^ 

Г у ■=. г Сов [г, у) 
г^ =^ г Со8 (г. .г) 
на основан1и формулы (17), мы будемъ им-бть 

ах --- а Сов (а, х) 



<Ь1 
(П 



(1'х 



оу — а Сов (а, у) ■= ^^ 
а г ^=-- а Сов (г?,. г) 



(1Р 



(18) 



откуда видимъ, что проекцш ускорешя точки на оси коорди- 
натъ, въ некоторый момевтъ времени, равняются значентямъ 
вторыхъ производныхъ по времени отъ координатъ движу- 
щейся точки въ соотв'Ьтствующ1й моментъ. 

На основаши форм}^лъ (18) мы будемъ им'Ьть 






гд* передъ корнемъ надо брать знакъ плюсъ, ибо онъ выра- 
жаетъ длину вектора, изображающаго ускореше; что же ка- 
сается направлен1я этого вектора, то оно определяется коси- 
нусами угловъ, образуемыхъ имъ съ координатными осями^ 
которые будутъ 



Сов (а, ж) 



Сов {а, у) = 



(Рх 
(Л' 



/(г;+(§/+(§г 
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Со8 (а, .г) = - 



(1Р 



Принимая' во вниман1е уравнешя (8), мы получимъ 

« = /[/г '(^))"Ч'|/;" «) Г+ {/;." йГ\' 

и такемъ образомъ будемъ им-Ьтб формулу, по которой можетъ 
быть вычислено ускорен1е точки въ любой моментъ времени, 
когда известны ед координаты въ функц1яхъ отъ времени. 

Прим'Ьръ 9. Найти ускореше въ движенш, заданномъ, 
относительно прямоугольной системы координатныхъ осей въ 
пространств*, уравнешями 

X :=^ к 81п^ а1 

у ■= I ( а1 — 8гп оЛ Со8 си1 ) 

^' = ш 8'т а( 



Мы будемъ им'Ьть 

г// 



('х = ^, =^ к'х 8ш 2я< 



/V = ^' = та Со8 а1 
ах= '^^ = 2к(хЧЪ8 2а1 
ау = '^ = 21^} 8т 2а1 
б/ г = ' ^, = — та^ 8гпа1 



и, сл-Ьдовательно, получимъ, что 

а = а'у[ Ак' Со8' 2а1 + 4/' 8гп' 2а{-\-7П' 8т' оЦ = 

= а'у^й'-\-4(Р — к'] 8т' Ш + ш'81п' а1 
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И что 

^г , ч 2кС08 2а{ 
(о8 (а, X) = . -^-^ 

Со8 (а, у = _ - - - - 

|/4А:^ + 4 {Р - к^) 8т^ 2а/ + т^ 8гп'- а/ 

6(95 (а,^) = ~т=- гг-^--_-^. ■ __. - -.. 

Прим'Ьръ 10. Опред-Ьдить ускорен1е въ движенхи, задан- 
номъ, относительно прямоугольной системы координатъ на 
ПЛОСКОСТИ; уравнен1ями 

у = 1Н\ 
Мы будемъ им'Ьть 

Vx = -^ = ^к1- 

Vу ^ 2 = 214 
Ох = ^^2 = 6А;< 

^ ... '^^У ._ сур 

^У — с7/« — "^^ 
и, следовательно, получимъ, что 

а = УШ' *' + 4/^'= 2 УЭ*' ^' + ?* 

и что 

(7об (а, гг) = - г_^_-_-_^- 
/2 

(7о5(а, у) — - - - 

37, Теорема. Ускорепге точки въ каждый данный моментъ 
времени есть геометрическая сумма его проекцШ на каса- 
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тельную и па главную нормаль къ шраекторги, причемъ 
первая равняется значент прогсзводной отъ скорости по 
времени въ соошвгьтствующгй моментъ^а вторая — квадрату 
скорости вг этотъ моменту, раздгьленному на радгусъ кри- 
визны въ соотвгьтствующей точкть траекторги, 

Построивъ въ точк-Ь М траекторхи, гд4 движущаяся 
точка находится въ некоторый моментъ времени <, касательную 
МТу главную нормаль МК^ и вторую нормаль МХ^ (черт. 42), 




называя проекцш ускорен1я на эти прямыя соответственно 
черезъ 

и им^я въ виду, что упомянутыя прямыя попарно взаимно 
перпендикулярны, мы будемъ им^ть 



в такъ какъ 



= а,+ а,. + а^^, 



«лз = о, 



ибо ускореше лежитъ въ плоскости кривизны, что непосред- 
ственно сл^дуетъ изъ его определения, то 

и, следовательно, первая часть нашей теоремы доказана. 
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Чтобы доказать вторую часть предложенной теоремы, т. е. 
найти величины 

воспользуемся формулой (16). 

Проектируя ускорен1е на касательную и принимая во 
внимаше, что въ этомъ случае 

г С08 (Г, I) = г Со8 (г, Т) = V 

и 

г со Со8 (г, со) = О, 

такъ какъ 

/• _[_ со, 
мы получимъ 

а, = аСо8{а,Т)= % (19) 

Проектируя ускорен1е на главную нормаль и принимая 
во вниман1е, что въ этомъ случа* 

V С08 ( Г, /) = Г С08 ( Г, ^^,) =0, 

мы получимъ 

а.^^ = а Со8 [а,^^) = — га) Со8 (с, со); 

для того же, чтобы выяснить значен1е скорости «> въ полу- 
ченной формуле, прежде всего зам'Ьтимъ, что ш параллельна 
касательной и направлена въ сторону ей противоположную и, 
следовательно* 

(7о5(г, со) = — 1 

съ другой стороны 

гд'Ь подъ сг мы разум^емъ дугу траектор1и, которую точка 1^ 
описываетъ по сферической поверхности единичнаго рад1уса, 
но въ такомъ случае 

б/а = 1 . б/'^, 
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гд* с1'^ есть уголъ между двумя безконечно близкими поло- 
жешями главной нормали траевтор1и разсматриваемой нами 
движущейся точки и, следовательно, 

, г/8 

если (Ь есть дифференщалъ дуги этой траектор1И, а р ея 
рад1усъ кривизны въ точк'Ь М. Такимъ образомть 

1 (18 V 

О) = 

а следовательно 



О) = - 1 = ' 



«Л-. = ; ^20) 

и наша теорема, значить, доказана вполне. 

На основан1и только что доказанной теоремы, мы будемъ 

им-бть, что 

« = 1/" ('•',)'+ 'V (21) 

' р 

т. е. получимъ формулу, по которой будемъ въ состоя В1и 
вычислить ускорен1е точки въ любой моментъ времени, когда 
изв'Ьстенъ законъ разстоян1й ея движен1Я и ея траектор1я. 
Заметимъ, что, такъ какъ 

то формулы (19) и (21) могутъ быть представлены подъ 
видомъ 

а^,=^а Со8 (а, Т) = -^Д, 
и 






Прим'Ьръ 11. Определить ускореше въ движенш по 
окружности рад1уса ^?, если законъ разстоян1Й этого дви- 
жен1я заданъ уравнешемъ 

б'*= Й'^ -)- т1 + п 
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Мы будемъ пвс'Ьть 



и следовательно 



с/г ^7 

а,= ^^^ =21 



а=./^р.^^ж+/^у. 



Прим'Ьръ 12. Определить радхусъ кривизны траекторти 
движешя, заданнаго, относительно прямоугольной системы 
координатъ въ пространств*, уравнен1ями 

X = г С08 Ы 

у =^ г 8гп Ы 

.с = гЫ Ьпда. 

Разсматриваемое движен1е, какъ видно изъ данныхъ 




Черт. 43. 

уравнен1й, совершается по винтовой лиши, начерченной на 
круговомъ цилиндр* рад1уса г и им-Ьющей крутизну а (чер. 43). 
Мы будемъ им'Ьть 

('х =- — тк 8гп Ы 

Гу =: гк Сов Ы 

?;е — гк 1пда. 
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откуда получимъ, что 

г -^ гк |Л ^' /.'/ + Соз' А;Г+ Ш^' а = ^'^^ ^ • 

Такимъ образомъ, разсматриваемое двиакеше равном'^^рное. 
Дал-Ье 

пх = — гк'^ Со8 Ы 

Яу = — г/^^ 8гп Ы 

аг = О 



и сл4довательпо 

съ другой стороны 

а - 

и следовательно 



а г. . гк': 



Откуда рад1усъ кривизны траектор1и 



Р 



СОЗ' 1 



38. Выведемъ проекщи ускорения на оси полярной системы 
координатъвъ пространств*. По формул* (16) мы будемъ им*ть 



а С08 (я, /?) = - -- ,1^ - — '' ^1 С08 (V, (О, ) 

а Со8 (а, Д ) = - ^1~ ^ — /• (1)2 Со8 {г, (о^) 
а Со8 (а, А ) = -^ — - — г сОз Со8 (г;, сОз ) 



. (22) 



Первые члены правыхъ частей этихъ формулъ могутъ 
быть вычислены на основаши выражешй 



аг 



V С08(^Г, К) = -^ 

Г Со8 (У, Н) = Г 8гп О -^^ 
Г (о8 (г;, А ) = ^'^^ТГ' 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



— 110 — 

полученныхъ въ § 28 предыдущей главы, что же касается 
ихъ вторыхъ членовъ, то, принимая во внимав1е предыдущ1я 
формулы и таблицу (12) упомянутаго §, мы можемъ па- 
писать, что 

/•«), (Ъ8 ( Г, ш^ ) = /-03, = Г 5ш' о ( '^7/" ^ + ^' ( (П )" 



га>, (к)8{(\ (О,) = /-О), :г- — 8гпЬ '^'/^ ''^ — г Ооб'О '/^ ^ 
и, следовательно, на основа тпи формул ъ (22), будемъ им-бть 

„ш(«,м,= ,:;;:-,.5,»>(,(-у)'_,(-; 

п Со8 (а, 71 ) = 2 ^,^ -^у + г ^^^, - г8гп О 6^8 О ( ^ ) 



или 



а Со5 (а, л ) = ^^,, - г 6ш^ 0(^,}^ - г ^ ^,^ у 
а(08(а,11)= ^,^^.^^^ - ^,^ 

а Со8 ( а, Л' ) = ^. - ^ ^^/'^ '- — г Нгп О ( ^;б' О ( ^ )' 

Им4я эти формулы, мы можемъ пайтп ускореше точки, 
движен1е которой задано посрэдствомъ задан1я ея полярныхъ 
координатъ въ функщяхъ отъ времени. 

Для полуполярной системы координатъ въ пространств!; 
въ.§ 29 предыдущей главы мы получили результаты, сгруп- 
пированные въ следующей таблиц*. 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



111 



\. Проекщи 
\ на оси. 


Я 


Я 


К 


юростей. 


\ 








V 




<1г 
<Н 


* <11 


(1г 


«), 




с; 







О), 












1"п 










0, 



а потому, для проекдш ускоренш точки на оси этой системы, 
на основан1и формулы (16), будемъ им-Ьть выражен1я 

аСо8{а, Л) = ;,^,-— г 1 ^^ ) 
аСо8 (а,К)^'^^^, . 



или 

/г . т/ч 1 1 г/М 

аСо8(а,Н) ^ -. --^^^- 

п СЪ5 (а, А ) ~ ^^^, 

Им-Ья эти формулы, мы можемъ найти ускореше точки, 
движенхе которой задано въ полуполяриыхъ коордвнатахъ. 

Въ случа-Ь движешя точки, заданнаго въ полярныхъ 
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координатахъ на плоскости, мы найдемъ проекщи ея уско- 
рен1я на оси этихъ координатъ подъ видомъ 



аСо8(а,В) = ;;'^.;_^(^)^ 



а { г- 



а Со8 (а, И) — - — — 7, — - 



(23) 



Что касается вывода этихъ формулъ, то онъ подобенъ 
предыдущему. 

Прим'Ьръ 13. Определить ускореше въ движенхи, задан- 
номъ, относительно полярной системы координатъ въ про- 
странстве, уравнешями 



6 ^{\^^^Ы 



ср ш^ Ыдси 1д 



ыд 



%-гЫ\ 



1пд 



Т. е. въ движек1и по локсодромхи на сферической поверхности. 
Им^я въ виду, ЧТО въ разсматриваемомъ случае 



(1г (Рг 

ё — с1Г' — *' 



с1Ь 



= к. 



б/я 



мы получимъ 



Ыпд а (Л^^ 

~8гп (Оо+1о ' (й^ 






а Со8 (а, Н) = -ЙА^ 1пд а Оо1д 6 

а Со8 (а, К) = — Вк^ Ыд^а Шд^} 
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Я та&имъ образомъ найдемъ, что 

Зам'Ьтимъ, что т^ж^п это выражете, мы можемъ найти 
рад1усъ кривизна локсодром1и, ибо, принимая во вниман1е9 
что скорость разсматриваемаго нами движен1я 



Со8 а 
МЫ ВИДИМЪ, ЧТО 

а, = ^,, - О 

гд-Ь р есть рад1усъ кривизны траектор1и и, следовательно, 
ЧТО ускореше 

им'Ья же въ виду найденное выше выражен1е для ускорен1Я| 
получимъ выражен1е рад1уса кривизны подъ видомъ 

^ _ л 

у ^ ' т^2в 

39- Разсмотримъ частный случай движешя точки, а 
именно, когда ея ускорен1е направлено по радхусу вектору, 
т. е. въ неподвижную точку. 

Въ такомъ случае 

а Со8 (а, к) = О 

а Со8 (а, г) = :±: а, 

гд^Ь двойной знакъ поставденъ въ зависимости отъ напра- 
влешя ускореюя (по направлешю рад1уса вектора или въ 

8 
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сторону противоположную), сл']&довательнО; на основан1и 
второй И8ъ форму лъ (23), 

откуда 

^';;1--=2Г: (24) 

гд']^ с есть постоянная интегрирован1я. Называя площадь, 
ограниченную полярной осью^ дугой траектор1и и рад1усомъ 




Черт. 44. 

векторомъ, проведеннымъ въ какую-нибудь ея точку (черт. 44), 
черезъ 

и им-Ья въ виду^ что 
МЫ получимъ, что 

й^ = ел, 

а следовательно, поел* интегрирован1я, въ предположеши, что, 
при 

^ = 0, 
и 

^^ = 0, 
найдемъ, что 

откуда заключаемъ, что, если ускоренхе направлено въ не- 
подвижную точку, то площади, описываемыя радхусами век- 



^ 
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торами, проаорцшнадьны временамъ, т. е. получаемъ второЯ 
законъ Кеплера. 

Что же касается первой изъ формулъ (23), то она въ 
разсматрпваемомъ случае приметь видъ 






причемъу тавъ вакъ, на основан1и равенства (24), 

г/<р _ 2С 

И; следовательно, 

(1г _(1г г/ср _аг 2С _ _ суп^Кг) 
(П ~ г/ср г7^ ~~ г/ср г- ~ ^^ ~^^~ 



(Рг 



^ -2( 



/''{т)а,_ 46- ^Кг) 



(Л^ " ^^ ^/Ср2 (Ц — г» б/ср» 

ТО мы будемъ им^^ть 

— « — ,.2 [ ^^2 -Г- г ] 

Эга формула, изв-Ьстная подъ назватемъ формулы Бинэ, 
им^етъ м^сто, какъ видимъ, когда ускореше движущейся 
точки все время направлено въ некоторую неподвижную 
точку, принятую за полюсъ, и можетъ служить для опред*- 
лен1я траектор1и точки, когда известно ея ускореше, и обратно, 
для вычислешя ускорен1я точки, когда задана ея траекторхя. 

ПримЪръ 14, Определить величину ускорен1я точки, дви- 
жущейся по эллипсу, при УСЛ0В1И, что это ускорен1е напра- 
влено въ фокусъ даннаго эллипса. 

Въ разсматриваемомъ случа'Ь движен1Я, какъ мы вид'^^ли, 
им-Ьетъ мЬсто формула Бинэ 



!"•(') , 1! 






8* 
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съ другой стороны, полярное уравнен1е эллипса, когда за по- 
люсъ принять его фокусъ, а полярная ось совпадаетъ съ 
осью симметр1и, проходящей черезъ этоть фокусъ, и напра- 




Черт. 45. 

влена въ сторону ближайшей вершины (черт. 45), имЬетъ 
видъ 

МЫ будемъ им'Ьть, сл-Ьдовательпо, что 

'. = ,;(Ч-«С'и<р) 



"(1) 



е 8т ср 

^? Р 

И такимъ образомъ получиыъ, что 

=!г а = — :^^ I — е (7о8ср + 1 + е Со8ср| , 
откуда найдемъ 

40-' 

Л = 1г: — г/ ? 

-»- ру.2 

гдЬ С есть некоторое постоянное число, а двойной зпакъ 
указываетъ на то, что ускореше можетъ быть направлено по 
рад1усу вектору траекторхи въ ту или другую сторону. 

Прим'Ьръ 15. Опред'Ьлить траекторш, по которой должна 
дввгаться точка, ускоренхе которой направлено въ некоторую 
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неподвижную точку и обратно пропорщонально квадрату 
разстолн1Я двиа^ущейся точки до данной неподвижной. 
Полагая, что ускореше 

к 
а = — ., 

г- 

и им-Ья въ виду, что, при условш нашей задачи, должна 
им']^ть м^сто формула Бинэ, мы можемъ написать дифферен- 
щальное уравнен1е траектор1и, разсматриваемой нами точки, 
подъ видомъ 

^'^ -I- 

с/«р- ' г I 



г- г- 



0ЛИ 

а 






гдЬ 

Об1д1й интегралъ полученнаго дифференщальнаго уравне- 
Н1я будетъ 

гд* А Е в суть произвольныя постоянный. Разсматривая 
это уравнен1е, мы прежде всего видимъ, что оно принадле- 
житъ кривой второго порядка *). 



^) Ибо, переходя отъ полярвой системы координатъ къ прямоугольной, 
т. е., полагая, что 

/• - У х- + г^- у 
Со8 <р — - — =^^_-_- ) 81п <р — - — ^ — ' 



оодучимь 



1/л---'-|-?/^ I х- + у^ 

Ах . Ву 



Г *••-• + г' V' »•- + ?/■' ^^а;-^ + у2 



+ Си 
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Для опред&[етя постоянных^ А^ В ш С\у ноложинъ^ во- 
первых<ь, что данная намъ неподвижная точка находится въ 
фокусе равсматриваемой кривой и что ея ось симметрЕИ сов- 
падаетъ съ полярной осью, тогда 

5=0, 

ибо рад1усъ векторъ не долженъ изменять своей величины, 
при изм^неши знака угла ^, т. е. должно им:Ьть м'ёсто урав- 
нен1е 

ЛСо$^-^В8%п^+ С^=Л(7о5<р — Б5тср+С,, 

откуда 

В= О 

Для опред'Ьлен1Я ностоянныхъ Л ш С^у положит, что 
намъ даны вершины М ш N равсматриваемой кривой, при* 




Черт. 46. 

чемъ пусть одна изъ нихъ отстоитъ на разстояши т, а дру- 
гая на разстояши п отъ фокуса (черт. 46). 

Въ такомъ случа'Ь мы будемъ им^ть уравнешя 

_ 1=-^+^^' 

откуда 



И1Н 






И1И же 

хЦА^^ С^^) + 2/2 (52 - С^) + 2 АВху - 2 ^ж - 2Б|/ + 1 = 0. 
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ибо, при 



и при 



г 


= 


т. 


? 


= 





г 


=г 


я, 


9 


= 


тт. 



Р'Ьшая подученный уравнен1я, найдемъ, что 

А — ^ — ^ п л -}~ ♦>* 

Уравнен1е траеатор1и, сл-Ьдовательно, будетъ 

полагая же, что 

л — т = 2с 

и, Следовательно, что 

т = л — с 

и 

тм = а^ — с^ 

ны прнведемъ полученное уравнеше бъ виду 

I с ^ X а 



рд* 






6» = «» — с% 


или къ вмду 






6=* 
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откуда, полагая, что 

окончательно получимъ полярное уравнеше траекторхи нодъ 
видомъ 

г г= ^'- 

• 1-\- е Со8 ср 

При выбранномъ нами расподожеши вершинъ, эта траекто- 
р1я, сл-Ьдовательно, является эллипсомъ. 

40. Задан1е движен1я посредствомъ задан1я проекц1й 
ускорен'т на координатный оси въ функщяхъ отъ времени. 
Если намъ изв-Ьстны проекщн ускоренхя на три координат- 
ныя оси въ функщяхъ отъ времени, т. е., если мы им-Ьемъ 

% = ?1 (0. % = Ъ (О, «^ = ?3 (*). 



то, им'Ья въ виду, что 




'К <''у 


,1Г' 


найденъ 




^<'х= 9, (0 (Ч 




(1су = ср^ (1) сИ 




а'гг = 9з (0 <^^. 





откуда, интегрируя эти равенства въ правыхъ частяхъ отъ 
нуля до н*котораго ^, а въ л*выхъ по г'^, г\^ и г\ въ со- 

отв^тственныхъ пред^лахъ и полагая, что, при I = О, 

■ . \ 
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-*®^^1^демъ им^ть 



Гх — (\Х — / '-р! (О (1^ 

и 

гу — Го,у = у 92 (О ('^ 

о 
'^•;ег — г\е = у 9з (О ^'^ 



Такимъ образомъ, мы видимъ, что, если заданы проекщи 
ускореп1Я на три координатныя оси въ функщяхъ отъ вре- 
мени, то для того, чтобы знать проекц1И скорости на т* же 
оси, надо знать ея проекщи на оси при 1=^0^ т. е., такъ 
называемыя, проекцти начальной скорости; им4я же въ виду, 
что, для того, чтобы знать движеп1е, когда известны проекщи 
скорости па координатныя оси, надо знать начальныя коорди- 
наты движущейся точки, заключаемъ, что если заданы проекц1и 
ус1;орев1я на координатныя оси въ функщяхъ отъ времени, 
то для того, чтобы знать движенхе, надо знать начальныя 
координаты движущейся точки и проекц1и ея начальной ско- 
рости на координатныя оси. 

Прим'Ьръ 16. Опред'Ьлить двпженхе точки, заданное, по- 
средствомъ задан1я проекц1й ея ускорешя па прямоугольныя 
оси координатъ въ пространств*, уравненхями 

их == ^^? = ка Со8 а1 Сов Щ — Щ 8гп аЬ 8гп ^3^ 

ау = 1^^ = 1а Со8 а1 8т [^( + /^3 8гпа( Сов ^1 

(14 о. . 

йг = -Г.О- -^ — ша от (XI, 

Щ условш, что, при 1 = о, 

Гх — ^'г^ = г г = о 
а; = ^ = ^ = о. 
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Мы будеиъ им^ть 

Га, = — = Ь /* СояаЬ Сиз[ИМ — к^ [ ЗгплЬ 8м"^сИ = 



_ ь 

■" 2 



*? 



У* Со${а-\-^^)^с^^-\-^ Ску8(а — 1^){(и 



^ у Со8{а — ^)Ь(И — ^ С'ов(аН-,3)< 



<;< 



_ Ь 3»п (а + ^Х ,__ Ъ. 8т {,1 -?)1 Л? Л"» (а — 1-1)< I АЭ 5г»(а + (1) I 



+: 



2 а4-р "^ 2 а— ^ 2 а — Э 



-3 ' 



2 5 + 6 



= 2 |^^т(а + ;3) I + «ш (« — ?){\ 



у = 2 = '^ У* ^'^^^' ^^^ ?' ^^ + ^^ I ^^^ ^^ ^^^ 1^' ^^* = 



2 



/ 8гп{(Х'\-^)1а1— ] 8гп(а — ^)((И 



-+- 



I? 
"Г 2 < 



Vл 



о о 

-"2и2 + Э*^ ■ 'а+'!^ "■•""' а-У~1'^ 
, гЭ |_2а Сов(а-гЭ) _Соз(а-~р1)/^ _ 

= — 2 I ^'^^(^^ + ?)< — ^'^^ (« — ?) ^1 

= . == — та, I 8гп(хЫ1 = т Со8а1 — 



т. 
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^(тегрируя полученные результаты еще равъ, найдемъ 
' ^ри11']&ръ 7) уравнешя, опред%ляющ1я разсматриваемое 
ев1е подъ вндомъ 

_ ка к^ { Сов (а + Й1 _ Со^ (а - Р) ^ 1 

^— а2_р2 2 1 а + Р ^-3 ) 

2^ — 2 1 (1-Э «+р I 

а = 8%п а1 — т{. 
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Кинематика твердаго т'Ьла. 

Глава IV. 

Абсолютное, относительное и переносное движен1е 

точки. 

Задан1е движен1я твердаго тЪла. 

41. Разсматривая движение точки, какъ ея послЬдова- 
тельиый и непрерывный переходъ черезъ точки пространства 
или, в-Ьри-Ье, черезъ точки той среды, въ которой оно проис- 
ходить, мы считаемъ эту среду неподвижной. Въ действи- 
тельности/ въ природ* незозможео указать среды, находящейся 
въ абсолютяомъ поко4: разсматравая движен1я, происходяпця 
на земной поверхности, мы отяоепмъ ихъ къ земли, счи- 
таемой неподвижной; разсматривая движенхе земли и другахъ 
планетъ солнечной системы, мы отпосимъ эти движен1я къ 
солнцу, которое считаемъ въ этомъ случа* пеподвижнымъ 
и т. д. Въ дМствительностп .земля движется со вс4ми, на- 
ходящимися на ней; предметами, солнце тоже описываетъ 
н-Ькоторое движенхе емФст* съ его планетной системой. 

Въ настоящей глав4 мы будемъ разсматривать движенхе 
точки относительно н'Ькотораго твердаго т4ла, которое, въ 
свою очередь, перемещается въ пространств*. Положимъ, что 
внутри твердаго тЬла (черт. 47) построена некоторая коорди- 
натная система О Е Г И, неизменно связанная съ нимъ, а 
движен1е разсматриваемаго твердаго тЪла будемъ относить 
къ н'Ькоторой коордвпатной систем* 

0ХУ2, 
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^0( 



'% 



дл. ^^енной въ пространств'Ь, которую ми будемъ считать 
М/?ижпою. В'Ь такомъ ел уча* точка М будетъ описывать 



траекторш внутри разсматривасмаго намп твердаго 
т-Ьла и вм'Ьст'Ь съ этимъ т-Ьломъ будетъ перем'Ьщаться въ 
пространств'Ь. 

Движен1е точки, относительно точекъ твердаго т^ла, т. е. 
ея последовательный и непрерывный переходъ черезъ точки 

г 



* 


^/^/ >ч\ 




( а/д 7 


У^ 


V '^^^ж;; ^ 


(9 


'2 ^^ * ^ 


Л 


у '''> \А 



Черт. 47. 

ЭТОГО г]^ла, мы будемъ называть относительнымъ движен1емъ 
точки; траектор1Ю точки, ея скорость, ускорепхе и т. д. 
1^ этомъ двнжен1и будемъ называть относительной траек- 
тор1ей, относительными скоростью, ускоренхемъ и т. д., коор- 
динаты точки по отношен1Ю къ координатной систем*, не- 
изменно связанной съ разсматриваемымъ твердымъ т^ломг. 
будемъ называть ея относительными координатами. 

Движен1е точки относительно координатной системы, при- 
нятой за неподвижную, т, е. последовательный и непрерывный 
иереходъ разсматриваемой точки черезъ точки среды, неиз- 
менно связанной съ неподвижной координатной системой, 
будемъ называть абсолютнымъ движен1емъ точки; траекторш 
точки, ея скорость, ускореп1е и т. д. въ этомъ движеши 
будемъ называть абсолютной траекторхей, абсолютными ско- 
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ростью, уеворенхемъ и т. д.; координаты точки относительно 
координатной систеиы, принятой за неподвижную, будемъ 
навывать ея абсолютными координатами. 

Наконецъ, движен1е относительно неподвижной коорди- 
натной системы той точки твердаго т^^ла^ съ которой въ 
данный моментъ времени соваадаетъ разсматриваемая нами 
движущаяся точка, буденъ называть переноснымъ движен1емъ 
посл'Ьдвей въ этомъ моменте времени. Траектор1Ю этого 
дввжешя, его скорость, ускоренге и т. д. будемъ называть 
переносной траектор1ей, переносными скоростью, ускоре- 
Н1емъ и т. д. 

42. Чтобы задать относительное движете точки, доста- 
точно задать ея относительныя координаты 

въ функщяхъ отъ времени. 

Что касается переноснаго движешя, то для того, чтобы 
его задать, надо задать движен1е того твердаго тЬла, съ 
когорымъ оно совершается, т. е. надо задать так1я величины, 
зная которыя. мы могли бы указать въ любой моментъ вре- 
мени положен1е любой точки разсматрвваемаго твердаго гЬла 
относительно координатной системы 

Такъ какъ разсматриваемое твердое т'^ло неизм'^нно свя- 
зано съ координатной системой 

ТО; зная положев1е этой посл'Ьдней относительно неподвижной 
координатной системы, мы будемъ знать и положен1е твердаго 
тЬла, а следовательно и вс4хъ его точекъ. 

Такимъ образомъ, для задан1я переноснаго движенхя^ 
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вадо задать величины, опред'&ляюпця, въ любой моментъ вре- 
мени, положен1е координатной системы 

относительно координатной системы 

()ХГ2, 

Изъ аналитической геометр1н нзв'Ьстно, что для 8адан1я 
положешя одной координатной системы относительно другой, 
вадо задать координаты начала первой системы относительно 
второй, и девять коснпусовъ угловъ, образуемыхъ осями 
первой системы съ осями второй. Следовательно, если мы 
зададимъ координаты 

ТОЧКИ 0^ относительно системы 

ОХ УХ, 

и девять косинусовъ угловъ, указанныхъ въ нижеприведенной 

таблиц-Ь 

2 Т 2Г 





■ ■ ■■ 


■ 





X 


«. 


^ 


с, 


1' 


а. 


ь. 


с^ 


^ 


«3 


ь. 


с,-, 



въ функщяхъ отъ времени, то мы будемъ знать движете 
разсматриваемаго нами твердаго т-Ьла и вм-Ьст^Ь съ тЬмъ пере- 
носное движенхе точки М. 

43. Сохраняя сбозначен1Я предыдущаго § и обозначая 
1М)ординаты точки М (черт. 48), относительно иеподвижпой 
координатной системы, черезъ 

^15 ?/о ^и 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



— 128 — 

ПО изв'Ёстнымъ формуламъ аналитической геонетр1и, мы 
будемъ им'Ьть 

?У=^/о + 5а2Ч-т;&,, + ^С2 I . . . . (25) 
^ = -2^0 + Ьп + Т1*л + Ссз 

Эти формулы, съ одной стороны^ опред'Ьляютъ абсолютное 
движен1е точки М^ выражая ея абсолютный координаты въ 
функц1яхъ отъ времени, при услов1и, что координаты 

тоже суть функщи отъ времени, а съ другой опред^ляютъ 
движенхе точекъ разсматриваемаго нами твердаго т-Ьла отно- 
сительно системы 

если разсматриватъ координаты 

какъ постоянныя величины. 

Обратно, им-Ья формулы (25), мы будемъ им'Ьть, что 

; = (ж — х^) ^1+ ((/ — у/„) г/,-1- и — .^^о) «3 

г^ = (х~ х^) 6,-+- (г^ — 2/о) &,+ (^ — ^о) *з • . . . . (251)18) 
:, = {х — х^) с,+ (у — у о) ^2+ (^ — -^и) ^п 

т. е. нолучимъ формулы, на основаши которыхъ будемъ 
им'Ьть возможность определить относительное движенге точки, 
когда намъ будутъ известны ея абсолютное и переносное 
движешя. 

44. Остановимся несколько на разсмотр^ши девяти коси- 
нусовъ угловъ, опред'Ьляющихъ положеше осей подвижной 
координатной системы относительно осей неподвижной си- 
стемы. 
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Прежде всего замЬтимъ, что между разсматриваемыми 
девятью косинусами существуетъ шесть зависимостей вида 

«з«1 + ^з^. + СзС, = 

ЯШ же шесть равносильныхъ инъ зависимостей вида 
а,» + а,» + <=1 

^' + ^+^3^=1 
= 1 



(26) 



(27) 



с.' + с,' Ч- Сз 

с, а, 4- с^ «2 + Сз «3 = О 

Такииъ образомъ изъ девяти косинусовъ независимнхъ 
только три и при томъ три так1е, которые не входятъ со- 
вместно въ одно и то же изъ равенствъ (26) или (27). 

Какъ сл%дств1е изъ ариведеннахъ равенствъ, выведеиъ 
еще рядъ зависииостей между разсматриваемыми косинусами, 
которыя намъ понадобятся въ посл'бдующемъ изложен1я. 

Возьмемъ съ этой цЬлью четвертое и шестое изъ ра- 
венствъ (27), помножимъ первое изъ нихъ на с^, второе на 
?>з и вычтемъ зат^мъ второе изъ перваго; мы будемъ им4ть 

а^ (6, Сз — с, из) + а, {Ъ, Сз — с, Ъ,) = О, 
откуда 

«1 Сг 

ЬгСз— &3С2 ЬзС1 — Ь1Сз' 

точно также, исключая изъ выбранныхъ равенствъ 

«2» 
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долучимъ 

^2 Сз — ЬзС2~~ Ь| Со — 2>2 с, 

И такимъ образоиъ будемъ им'1ть 

^2 Са — 2>3 ^2 ^3 <?1 — ^1 ^3 ^1 ^2 — Ьо ^1 ' 

откуда, по изв-Ьствому свойству пропорщи, получимъ 



? 



Л] «2 



Ьц Сз — 6з С2 Ь« С] — 2/1 Сз ^1 С2 — 2>2 ^1 



УФ2 Сг - Ьз С^У -Ь (Ьз С1 - Ъ^ Сз)2 + (&1 С2 - Ь., С,)^ 

И такъ какъ на основанш тождества Лагранжа 

= (^^ + й;^ + ь\) (с, ^ + ^.^ + ^3^3 - (^ ^1 + «^2 ^. + *з '^з)^ 

то, принимая во внимаше равенства (27), мы будемъ им^ть 

^?1 , __ ^2 __ ДЗ __.-♦- 1 /ОЙ) 

Ъ^Сг — Ь^с^ ЬзСх-Ь^Сз ЬхСг — Ь2С1 • • V / 

По поводу двойного знака въ посл']^дней части этихъ 
равенствъ, зам^тимъ, что, такъ какъ они должны им'Ьть м'Ьето 
при всякомъ относительномъ расположеши осей системы 

относительно осей системы 

и такъ какъ, при соответственной параллельности этихъ осей, 

а^ = О Ъ^= \ Сд = О 
«3=0 ^3=0 Сз=1, 
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а въ этомъ случа-^Ь равенства (29) принимаютъ видъ 

1 



1 



::?т1, 



то изъ двухъ знаковъ, стоящихъ въ ихъ правой части, слЬ- 
дуетъ брать плюсъ. 

Такимъ образомъ мы будемъ имЪть 

«1 = ^2 ^3— ^3 ^2; ^'2 = ^3 ^1— /^ Сз; й, ='&, С^ — ^з С^ 

И точно также найдемъ 

*1= ^'2«3— ^З^Ч; '>'2=^3«1— ^1«з; Ь ,, ^ С.й^— С^й^ 
^1 = «2 *3— «3 ^2» ^2= ^3 *1— ^1 ^^3^ ^3 — «1 ^г" <^2 ^1 



.(29) 



45. Въ предыдущемъ § мы вид-бли, что изъ девяти ко- 
сивусовъ угловъ, опред'Ьляющихъ положен1е осей подвижной 
координатной системы относительно осей неподвижной, неза- 
висимыхъ только три и, следовательно, очевидно, что, вообще 
говоря, положен1е осей второй системы, относительно осей 
первой, можетъ быть задано посредствомъ трехъ выбранныхъ 
соотв'Ётственнымъ образомъ независимыхъ параметровъ, въ 
зависимости отъ которыхъ могутъ быть выражены девять 
разсматриваемыхъ косинусовъ. 

Такими тремя параметрами являются обыкновенно такъ 
называемые Эйлеровы углы, къ указашю которыхъ и къ вы- 
воду зависимостей отъ которыхъ девяти разсматриваемыхъ 
косинусовъ мы и перейдемъ. 

Такъ какъ мы разсматриваемъ лишь относительное поло- 
жеше осей подвижной координатной системы по отношешю 
къ осямъ неподвижной, то будемъ предполагать начала об-Ьихъ 
системъ совмещенными въ одной точк* О. Опишемъ изъ 
этой точки (черт. 48) сферическую поверхность произвольнаго 
рад1уса, проведемъ плоскости осей ХОТ и ЗОГ и обозна- 
чимъ ихъ ЛИН1ГО пересЬчешя черезъ 

ОХ, 

. 9* 
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Назовемъ, зат'Ьмъ, уголъ, образуемый осью ОХ съ пря- 




Черт. 48. 

МОЙ ОХ^ черезъ ср> уголъ, образуемый осью ОЕ съ той же 

прямой, черезъ ф и уголъ между осями 02 и 02 черезъ 0. 

Эти три угла вполне опред*ляютъ положен1е системы 

0ЕГ2 



относительно системы 



0ХУ2. 



Въ самомъ д^лФ, повернемъ систему 0ХТ2 около оси 
02 на уголъ Ф, т. е. такъ, чтобы ось ОХ совпала съ осью 
ОХ^у причемъ ось О У приметъ положеше ОТ^, загЬмъ по- 
вернемъ систему 0X^7^2 около оси ОХ, на уголъ 8, т. е. 
такъ, чтобы ось 02 совпала съ осью 02, причемъ ось ОГ^ 
придетъ въ плоскость НОТ и займетъ въ ней некоторое 
положен1е ОУ^ и, наконецъ, повернемъ систему 0Х^У^2 
около оси 02 на уголъ 4', т. е. такъ, чтобы ОХ, совпала 
съ осью ОЕ, всл'Ьдствхе чего и ось ОУ^ совместится съ 
осью ОХ. Мы видимъ, такимъ образомъ, что тремя выше- 
описанными поворотами система 0ХУ2 приводится въ сов- 
падете съ системою 0'ЕХ2 и, следовательно, зная выше- 
указанные углы^ которые и известны подъ назван1емъ трехъ 
Эйлеровыхъ угловъ, мы будемъ знать относительное положен1е 
осей разсматриваемыхъ нами координатныхъ системъ. 
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Для того, чтобы вывести выражешя девяти косинусовъ 
угловъ, опред'1ляющихъ взаимное положете осей подвижной 
и неподвижной воординатныхъ системъ, въ зависимости отъ 
Эйлеровыхъ угловъ, ирослЬщиъ связь между координатами 
какой-нибудь точки, какъ относительно разсматриваемыхъ нами 
координатныхъ системъ, такъ и относительно координатныхъ 
системъ промежуточныхъ, являющихся въ результате каждаго 
изъ вышеописанныхъ поворотовъ. Съ этой ц']&лью обозначимъ 
координаты некоторой точки Ж относительно вышеупомяну- 
тыхъ системъ, какъ указано въ нижеприведенной таблице 



Относительно 
системъ. 

охтя 

ОХ,У,Х 

ох,1\г 
0ЕГ2: 



Координаты 
точки М. 



X 



У ,^ 



^1» У\-) ^1 



При первомъ повороте, т. е. при переход* отъ коорди- 
натной системы ОХУ-^къ систем* ОХ^Т^Е^^ ось 0^ остается 
неизменной, следовательно, превышен1е точки М не меняется, 
а такъ какъ новыя оси ОХ^ и 01\ образуютъ со старыми 
осями ОХ и От уголъ 9? то, по известнымъ форму ламъ 
аналитической геометр1и, мы будемъ иметь: 

ж = а?1 Со8 9 — У 1 ^^^ '^ 

у = х^ 8гп ср + ^1 (^08 9 



^ = -З", 



(30) 



точно также, при второмъ повороте, т. е. при переходе отъ 
координатной системы ОХхУ^^къ системе 0Х^Т^2, получимъ 



(31) 



X, 


=-.а;, 






У1 


= ^2 


С08Ь-;г, 


5т 


^1 


= У» 


-5шО + ^а 


СозЬ 



0\д\{\7.е6 Ьу 
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И, навонецъ, при третьемъ поворот*, т. е. при переход* отъ 
системы 0X1 Гз^ къ систем* 05 Щ найдемъ 

а?2 = $ Со8 'Ь — т^ 8гп ф 



^2 "* 



(32) 



Подставляя посл*довательно величины, опред*ляемыя фор- 
мулами (32), въ формулы (31), а величины, опред*ляемыя 
посд*дними, въ формулы (30), мы будемъ им*ть 

х=(^ Со8^— У] 8гп ф) Со8 9 — [(с 8гп ф + 

+ у]Со5ф)(7(?5е — :5ш6]>5ш9 
у~{^ Со8 '^ — У] 8гп 6) 8т ср + [($ /^'ш ф + 

+ 7]С05ф) С050 — С^шО]Со59 
^=($/5шф + ^С'о5ф)^г?ге4-ССо50 

или 

:Г5 1=1: $ ((7г?б' 9 С'^?^ Ф — ^ш ср |9ш ф (7о5 6) — т^ (Со8 ср /З'ш ф 4- 

. у-^^{8гп^^ Со8^1-\-Со8^8гп^'^Со8Ь) — г1(8гп'^8ш^Ь — [.(33) 
— Со8 9 Со8 ф Со8 0) — С^Соз^ 8гп О 

^ = $ ^'ш ^> /5г;г О + ^ ^/(^8 ф 8гп О 4 С Со5 О 

Сравнивая же эти формулы съ формулами (25) въ пред- 
положен1и, что 

^0 = ^0 = 'З^о = О 

т. е. съ формулами 

^^=5^3 + ^1*3 + ^^31 



мы получимъ выраженю девяти косинусовъ въ зависимости 
отъ Эйлеровыхъ угловъ или, какъ часто говорятъ, формулы 
Эйлера для девяти косинусовъ, опред*ляющихъ относительное 
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^оложеиге осей подвижной и неподвижной воординатныхъ 
^ясгелгъ, подъ видомъ 

а^ = Со8 9 Со8 '1» — 8т ср Ягп ф Со8 О 

/>, = — Со8 9 5ш ф — 8гп г^ Со8 ф Со8 О 

(?! = Л»ш ср /5ш О 

«2 = 8гп ср Со5 ср + Со8 ср /§т 6 Оа^ О 

/>2 = — /5ш ср /5т 6 4- С^)5 ср Со8 6 Соб О 

с, = — С(95 ср 8гп О 

Гз = С08 О 

^1а основанш изложеннаго, мы видимъ, что движен1е 
"^^Даго гЬла, относительно неподвижной координатной си- 
стены, можетъ быть задано посредствомъ 8адан1я координатъ 



(34) 



X, 



0^ 



Уо' 



начала системы, неизменно связанной съ этимъ твердымъ 
йломъ, и трехъ Эйлеровыхъ угловъ 

въ функц1яхъ отъ времени. 

Прим'Ьръ 17. Определить абсолютное движен1е точен, 
движуичейся равномерно по меридхану сферической поверх- 
ности, предполагая, что центръ этой поверхности О (черт. 49) 
движется равномерно по окружности, описанной около не- 
которой неподвижной точки О и что сферическая поверхность 
равномерно вращается около оси, остающейся все время 
параллельной самой себе, и при услов1Яхъ, что въ начале 
движен1Я движущаяся точка находится въ северномъ полюсе 
сферы, по которой она движется, а ось вращен1я этой сферы 
находится въ одной плоскости съ перпендикуляромъ къ пло- 
скости траекторхи ея центра, возстановленнымъ изъ точки О. 
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Пом^стимъ начало неподвижной координатноЁ системы въ 
точв* О, ось ОХ направимъ въ центръ движущейся сферы 
въ ея начальномъ положен1и, отъ ОХ по перпендикуляру къ 




Черт. 49. 

плоскости траектор1и точки 0^^ а 01^ по перпендикуляру къ 
плоскости ХОХ. Координатную систему 

выберемъ такъ, чтобы ось О^Х (совпадала съ осью вращен1я 
сферы и чтобы 0,2 въ начальномъ положен1и этой сферы 
лежала въ плоскости 20Х и положимъ, что разсматриваемыя 
вращен1я совершаются въ направлен1яхъ, указанныхъ на чер- 
теж:Ь соответствующими стрелками. 

Въ такомъ случае, полагая, что въ равном'Ьрномъ дви- 
жеши по меридхану сферы точка М въ единицу времени 
проходигъ дугу, отвечающую центральному углу X, и называя 
рад1усъ сферы черезъ р,, мы видимъ, что относительный 
координаты точки 31 будутъ 

5 = р^ 8гп}и 

С = р, С08'к(. 

Полагая зат4мъ, что въ равномерномъ движен1и по 
окружности рад1уса р, точки О1, въ единицу времени описы- 
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ваетъ дугу, отвечающую центральному углу 1^', получимъ 
координаты точки О, подъ видомъ 

х\, = р С08 [Х^ 

У о = р Зги |х^ 







гг„ = 








Если зат^мъ 
систему осей 


построимъ 
0. X, 


при точи* 





координатную 


соотв-Ьтственно 


параллельныхъ 


осямъ системы 





то, принимая во вниман1е, что согласно услов1ямъ разсматри- 
ваемаго примера, 0^ 2 все время остается параллельной самой 
себ* и что, следовательно, плоскости Х^ О, У, и 2 0^ X во 
все время движешя пересЬкаются по оси 0^ У^ и называя 
уголъ, подъ которымъ 0^2 наклонена къ оси 02 чрезъ а, 
а уголъ, на который поворачивается сферическая поверхность 
въ единицу времени, въ равномерномъ вращенш около ея 
оси, черезъ V, мы видимъ, что въ разсматриваемомъ случа* 
Эйлеровы углы будутъ 

? = ^ ' '^ = |- — ^^ ^^ = «• 

ИмЬя въ виду эти данныя, мы найдемъ девять Еосинусовъ, 
оаределяющихъ положенхе осей подвижной координатной 
системы относительно неподвижной, подъ видомъ 

«1 — — (7о5V< (7(98 а; а^ = /^?ШV< ; а^ = Со8'^( 8гпа 
^1 = — 8гп>^Ь Со8 а; й, = — ^^^ "^^\ ^з = ^^^ "^^ '^^^ ^ 
с^ = 8Ы(х ; с^ = О ; с.^=^Со8а 

и такимъ образомъ получимъ 

X =[р Со8 |х^ — р1 (8гп и Сов V^ Со8 а — Соз ^1 8гп а) 

у=р 8гп [х^ -|- р1 ^^^^ ^^ '^^^^ ''^ 

^ = Р1 (^'ггг \1 Со8 ^1 8гп а + Соз к1 Соз а) 
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Въ частномъ случае, если 

Л = [Л = V =.А, 

мы будемъ им-бть 

X = р Со8 Ы — р1 [ ^^^ - Со8 а — Со8 Ы Вт а\ 
у = р 8гп Ы + р^ Згуг"' Ы 

2 = р, {-—-^ — Вгпо. + Со8Ы Сова)* 

Для этого случая абсолютныя координаты движущейся 
точки, при н-Ькоторыхъ частныхъ 8начен1яхъ ^, указаны въ 
нижеследующей таблиц* 

I X г/ ^ 

I '^ 

О р + р1 >3^'па О р1 Сова 

О р + р, О 

— р — р^/З'ша О — р^Соба 

О — Р + р1 О 



27с 
Зт: 

2А; 



Абсолютная траектор1Я точки Жбудетъ им-Ьтб видъ кривой, 

м, м, м, м, м. 




Черт. 50. 



указаной на чертеж* 50. 
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ПриМ'Ьръ 18. Опред'Ёлить движете точекъ твердаго гЬла, 
^мйющаго неподвижную точку О (черт. 51), если его движете 
задано посредствомъ задан1я Эйлеровыхъ угловъ уравнен1ями 



"^ ■■ 



г1 



0=0 




Черт. 51. 

Девять косинусовъ угловъ въ разсматриваемомъ нами 
случа'Ь определятся формулами 

а^ = Со8 г1 Со8 г^^ — 8гп г1 81п г^{ Соз о 

61 = — Соз г1 81 п г^1 — 8т г1 Соз г^ Соз 8 

с^ = 8гп г1 8гп о 

а^ =- 8гп г1 Соз г^1-\- Соз г1 8 иг г,/ Соз о 

Ь^ = — 8гп г1 8гпг^1 + Соз г1 Соз г^1 Соз о 

Со = — Соз г1 8 т о 

«3 = 8гп г^1 8гпо 

/>з = Созг^1 8гпг» 

Сз = Соз о 

Подставляя же эти выражен1я въ равенств* 



X •- ^а 



У] />,+:«, 






• " (35) 
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суть абсолютныя, а 



относительныя координаты какой-нибудь точки разсматривае- 
маго нами твердаго т'Ьла, будемъ им^ть формулы, по кото- 
рымъ найдемъ абсолютныя координаты любой точки этого 
т4ла въ функцхяхъ отъ времени. 

Р'Ьшен1е разсматриваемой задачи можетъ быть несколько 
развито. Такъ какъ твердое гЬло им^етъ неподвижную точку, 
то вс4 его остальныа точки будутъ двигаться по сферическимъ 
поверхностямъ, а потому представляется удобвымъ,* вместо 
прямолинейныхъ координатъ, ввести въ разсмотр^нхе полярный. 
Полагая, что н-Ькоторая точка М твердаго т*ла находится 
на разстоян1и р отъ его неподвижной точки О и называя 
полярндя координаты этой точки въ ея абсолютномъ дви- 
жеши, т. е. въ ея движев1и относительно системы 

0X^2 

черезъ 

Р. «, Р> 

а въ ея относительномъ движеши, т. е. въ движеши по отно- 
шен1ю къ системе 



черезъ 

мы будемъ им']&ть 



р, X, ^^., 

ГС = р Со8 (X 8гп |3 
2/ = р 8т а 8т р 

^ = р Со8 [^ 

$ = р Со8 к 8гп |х 
7] = р 8гп X 8гп |х 
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Подставляя же эти значен 1Я координатъ и найденныя 
выше значен1Я девяти косинусовъ въ равенства (35), поел* 
ихъ сокращен1я на р, мы будемъ им1ть: 

Со8 а 8гп ^ = Со8 X 8гп |х (Со5 г1 Со8 г^ — 8гп г1 8т г^1 Со8 б ) + 

. ■+ 8гп X 8гп |х ( — Со8 г1 81п г^1 — 8'т г1 Со8 г^1 Сов 8) + 

+ Со8 |х 8гп гЬ 8гп о 

8гп а 8гп |3 = Сов X 8гп \х (8гп г1 Сов е^^ ^- Сов г( 8гп г, I Сов о) -{- 

-|- 8гп X 8гп |х ( — 8гп г1 8'т г^ I + Сов гЬ Сов е^1 Сов о) — 

— Сов |х Сов г1 8гп о 

Сов [3 = Сов X 8гп |х 8гп г^ I 8гп б + 8гп X 8гп |х Сов е, ^ 5ш § + 

или 

Сов а 8гп ^ = Сов |х 8т г1 8гп о + 
-\-8гп {1 1 Оо5 е< Сов (г^< + ^) — ^^'^^ ^' ^^'^ (^1 ^ + ^) ^^^ ^ 1 

/9г/г а /^'ш ^ = — С7о5 [х Сов г1 8гп о -[- [. (ЗбЫз) 

+5'ш|х 1 5ш г< Сов (г,1 + X) + (^"^5 е^ 8гп {г^ + X) (7о5 6} 

Сов р = Со5 |х Сов б -|- 5ш |х 8гп б 5ш (г^^ + X) 

Исключая изъ этихъ уравнен1й I, мы получимъ зависи- 
мость между сферическими координатами 

аир 
точки М на поверхности сферы радхуса 

Р ' 

т. е. получимъ уравнен1е траектор1и, которую разсматриваемая 
точка будетъ описывать на упомянутой сфер*. 

Помножимъ съ этой ц-Ьдью первое изъ полученннхъ урав- 
нен1й на 

8гпг1 8гп1, 

второе на 

— Сов е1 8гп б, 
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третье на 

СозЬ 

и зат^мъ сложимъ ихъ между собой; мы будемъ им'^ть 

8т 8 8гп ^^ 8гп (гЬ — а) -|- Со8 '^ Сов о = Соз {л, 
откуда получвмъ, что 

а- / л \ ^3 р. — Сон ?■> Соз о 

8гпШ — а) = -о ,, о- - 

И такимъ образомъ пайдемъ, что 

, о • С08 а — Оо8 ;^ С08 6 , .^^^ 

гЬ = агс81п ^,-,,ёжУ~- + « ' • (^6) 
Съ другой стороны третье ивъ уравнен1й (35 Ыз) даетъ, что 

о • / ^ I л N С08 3 — С08 \^' С08 о 

^ ' ' ^ 8гп |х Ьгп о 



откуда 

8гп [х 8гп о 



, о- Со8 {^ — Соз \1 Со8 о ^^ .^-\ 



Исключая ^ изъ уравненШ (36)и(37)у мы наидемъ иско- 
мое уравнен1е траекторхи подъ видомъ 

' е 8гп (X />т о г 8гп о Лгм |^ 

Въ частномъ случа'Ь, если 

г, .- О, 

то уравнен1е траектор1и приметъ видъ 

Соз |3 = Соз [X Соз о -+■ 8гп |х /5^1;^ о 6'ш Х, 

откуда видно, что, для данной точки тве1)даго т4ла, [5 есть 
величина постоянная и, сл'Ьдовательно, каждая его точка опи- 
сываетъ на соотв'^^тствующей ей сферической поверхности 
окружность около оси О/у^ при этомъ, на основан1и равен- 
ства (36), 
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о • Со8 [х - Соя 3 Со8 о 
«о = — 0^<^ ^^л т>.— . г.. о 

4 6. Формулы Олинда Родрига (а'ОИпДе Койлдиез). Девять 
косияусювъ угловъ, опред'Ьляющихъ положеше осей^ неизм-Ьино 
связа.'н:^ь1хъ съ твердымъ т4ломъ, относительно неподвижныхъ 
осей :в'1> пространств'Ь, могутъ быть выражены въ зависимости 
отъ т 5>вхъ независимыхъ между собой и соответственно выбран- 
ных'ь параметровъ и посредствомъ рацюнальныхъ формулъ. 

^Л!еясду прочимъ, это можно сделать, выбирая за независимые 
пара:м:^тры тангенсы половинъ Эйлеровыхъ угловъ, т. е. вводя 
въ 4>ормулы (34) новыя перем'Ьнныя I, ш и щ определяе- 
мый формулами 

I = 1пд у' т = 1пд 1; > п = Шд -^ • 

^ол-Ье симметричныя и удобныя на практиЕ* выражен1я 
дедахи косину совъ угловъ получаются введенхемъ новыхъ 
^Рец^Ьвныхъ, определяем ыхъ равенствами 

I = 8гп ,. Со8 — ""-- 
^ 2=: Со8 2 81)1 --^-' 

,, о ,^ ср+6 
V) ^= — С08 ^ С08 -" ^ - 

У сл^Ьдовательно, связанныхъ между собой уравненхемъ 

^то касается выражешй девяти косинусовъ въ зависи- 
^"^^ отъ этихъ параметровъ, то они получаются непосред- 
^^^Вымъ преобразован1емъ формулъ (34). 
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Производя эти преобразован1я, мы будемъ им4ть 

а, = Сов 9 Со8 '\> — 8ш ср 8ш '\> СозЬ =: 

= (^Соз' I + 8т' -^)Со8 9 Со8 ф— (Соб'^| — 8ш' |) Зтг^, 8гп'Ь ■. 
= Со8' I Соз (9 + '^) + б-ш^ -^ Сов (9 — ф) = 
= С05^ I Сов' '-р. - (7о.'| 8гг^ '^ + 
+ Л«^ I Сов' '^^. _ б-ш'^ I 8т' -^-^ 



2 

И сл']&дователъно 

а^=^' — и' — V'-^- ги'\ 

Й, = — С08 9 '^*» Ф — -^^^^ ? ^'08 (р С08 6 = 

= — (Сов' \ + 8гп'^^ Сов 9 5ш 6 — 
— (Со8^ -^ — 8ш' -|) /^ш 9 Со8 ф = 
= — Сов' I 8гп (9 + -1) + -^ш^ ^ 8т (9 — ф) =г 
= - 2 С'о8' -^ ^т =^-+-1 Сов "^^-^ +. 

И сл-Ьдовательно 

с^ = /5гп ср 8гп О = 

= 2^т| (7об4 5т '^-+-^ С08 ^^7 ■ + 
+ 28гп I (7о8 ^2 Сов ф 5ш 'ф 
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И сл'бдовательно 

с, = 2 (1г — ии)); 

«2 = 8гп 9 Со8 '\> -\- Со8 9 8гп 'I Сов О = 
= ( Со8' \ + 8т'^^ 8ш 9 Со« ф + 

+ ( Соз''^ — 8т^ ^) Со5 <р 8т ф = 

= Сое» \ 8т (9 + Ф ) + -^г/г' \ 8т (9 — ф) = 

+ 2 б'ш'^ \ 8т '^—^ Сое ^^-^ 

и следовательно 

«2 = 2 (1и — пю)\ 

^2 = — 8т 9 5^<м ф + (^08 9 С^05 ф Со5 О =. 
= — {С08'\+ 8гп' I) 8гп'^ 5ш'| + 

_|_ [сов'' I — 8^п^ I) Сов 9 Оо8 ф = 

= Со8' ^ Со.ь (9 + ф) — &'*»' ^ Со8 (9 - ф) = 

= Ш^ \ С08^ ?4^ - С08^ \ 6^г«'^+-* - 5т-^ \ Сов^ -^ ■ 

И следовательно 

Сз = Со.8 9 5'/^ о =: 



-28гп^^Сов1Со8'^Сов'^ 



10 
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И следовательно 

«3 = Зт 9 8гп О = 

= 2 5ш^ Со8^^8гп ф Сон '*-р- 
- 28ш I Со8 ^ Со8 ?-±^ 5г« ?^ 
и следовательно 

= 28гп{ Соз I Сов ф Со«^ + 

+ 25ш^Со5-|5тф5ш^ 
в следовательно 

Сз = Со8 6 = 
= Сов'' "2 — Згп'' "5 = 

= Со8^ 1 8гп^ ^ + 008^ -^ Соб-' ^-±^ - 

. - 8гп' ^ 6'ш^ ^ - 8гп^ \ Сов' ^ 
и следовательно 
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Группируя полученные результаты, мы будемъ им'Ьть 
а^ = Р — п'^ — 'Г^ -|- к''^; лг, =г 2 {^г! — пс) ; 

Ь,=2 {(и -\- т) ; Ь^ = — Р-^- ?1'— г' + гг'^; 

с^ = 2 {{г — тс) ; с.^ = 2 {иг + Ш) ; 

из = 2 {1г -\-тс) 

Л, = 2(а/'— ^/г) 



Полагая далЬе, что 



= а' ^ 



•А 

о 



о ' о 



И замечая, что при этомъ 

такъ какъ 

Г -(- гг -|- г^ -^гс- =^ ^ — ^2~ — — = 1 

и что^ следовательно, параметры 

X, |д., V и р 

могутъ быть задаваемы совершенно произвольно, мы будетъ им'Ьть 

^1 — >,2^,л2^^2 + р2~ 



й, = -^., 



2 '>!>. + ^р) 



1 
^1 = 



X2 4-|^.2 + V2 + р2 

2^XV--р.р) 

X2а:^^.2"4-V2"-|-р2 

2(Хр. — ур) 

Х2 -|- 5а2 _|_ ^2 _[- р2 

_ ~ Х24-{л2^у 2 + р^ 
^^2— Х2+ {х2 4-у2"-:[-р2 

_ 2({лу + Хр) 

_ 2(Ху + ^лр) 

^*3— Х2+{Х2 4- у2 + р2 

г 2_(1лу -^.р) 

^Г— Х2+{л2 + у2 4-'р2 



._Х2— а2 + у2-|- Г^- 
3 — ~Х2 +У^ +^^"?" 



С. = 



10* 
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Эти формулы, изв'Ьстныд подъ назвашемъ фориулъ Олинда 
Родрига, им'1ютъ приложен1е при разсмотр&нш, такъ назы- 
ваемыхъ, алгебраическихъдвиженжтвердаго т^ла,т.е. такихъ 
его движен1й, при которыхъ элементы, опред'Ьляющхе его по- 
ложешя, являются алгебраическими функщями одного или 
н'1сколькихъ независимнхъ между собою параметровъ ^). 

47. Теорема. Векторъ перемгьщенгя абсолютнаго двиоюе- 
нгя точки^ за любой промежутокъ времени, равняется гео- 
метрической суммгь векторовъ перемтщенгй ея относитель- 
наго и переиоснаго движенгй^ за тотъ оюе промеоюутокъ вре- 
мени. 

Положймъ, что обозначешя относительныхъ и абсолютныхъ 
Боординатъ н'Ькоторой точки Мщ а также элементовъ, опре- 
д'1ляющихъ положен1е координатной системы 

относительно системы 

ОХ У г. 

введенныя въ § 43, относятся къ н'Ькоторому моменту вре- 
мени и такъ что, для этого момента, мы будемъ им^ть 

:г = ж^, 4- са^ 4- Ул + Сс, 

2^-=Уо+5«2 4-т^^2+^С2 .... (38) 

^ = -6^0 + 5«з + -ф^ + -Сз . 

Обозначимъ г]^ же величины для момента времени /^, 
отстоящаго отъ момента времени I на промежутокъ 



О Объемъ насгоящаго курса не позволлетъ намъ оставовитьсл на раз- 
смотр'1Ьн1И этого рода движен1в, представляющихъ въ н']^которыхъ частныхъ 
случаяхъ существенный интересъ. Вопросъобъалгебраическихъдвижешяхъ 
вообще и въ частности ириложеихе еъ разсмотр']Ьн1ю такпхъ движен1& 
формул ъ Олинда Родрнга довольно подробно затронутъ въ прим*чан1яхъ, 
сд'Ьланныхъ БагЬоих къ курсу Коеп1^'а, „Ьедопз (1е с^пета<;^^ие*' 1897. 
См. Ко<;е Ш йе М. ВагЬоих р. •352. 
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ткия же буквами съ указателями 1 наверху; тогда для ио- 
нента времени ^1 мм будемъ им']&ть 






(39) 



Вычитая изъ формулъ (89) почленно соотв'^Ьтствениыя фор- 
мулы (38), получимъ 



или 



+ СЧс/-~с,)+с,(;,'-С) 

+:чсз'-Сз)+'-'з(С'-:), 



(40) 



гд^ разности 



ж' — ж, 2^' — г/, ^' — г 



представляютъ изъ себя проека1и на оси координатъ вектора 
перем'Ьщешя точки М въ ея абсолюгномъ движенш и, сл-Ь- 
довательво, называя этотъ векторъ перем^щен1я черезъ 
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ны ыожемъ написать 

.-|-СЧс'/-с,) + с,(С>-:) 

+счс,'-с,)+с,(:'-д 
+«з^^'-5)+V(V-*з)+йз(V-■^)^- 



(41) 



Если мы предположимъу что коордиватная система 

0ЕГ2: 

неподвижна, то абсолютное движете разсматриваемой точки 
отождествится съ ея относительнымъ движешемъ, и, следова- 
тельно, если въ правыхъ частяхъ формулъ (40) мы поло- 
жимъ, что 

а/==(7^, />/ = />,, с/ — с, 
а,^ -^а,, Ь.,'^- к,. г^' = с^ 



и что 



то л-Ьвыя части этихъ формулъ выразятъ ироекц1и на оси 
координатъ вектора. перем*щен1я точки М въ ея относитель- 
номъ движешн, и такимъ образомъ, обозначая этотъ векторъ 
черезъ 
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кы будемъ им'Ьть 



. (42) 



Если же мы предположимъ, что точка М неизменно 
связана съ координатной системой 



то отождествимъ ея абсолютное движете съ переноснымъ, и, 
значить, если въ правыхъ частяхъ формулъ (40) положимъ, 
что 

то ихъ л^выя части выразятъ проевщи на оси координатъ 
вектора пере1с%[цен1я разснатриваеной накн точки въ ея 
переносномъ движеши, и, сл{>довательно, обозначая этотъ век- 
торъ чрезъ 



нн будемъ ин^ть 



■■^^^(Ь,'-Ь,)-\.^{с,^—с,) 



(43) 
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Сопоставлял теперь между собой формулы (41), (42) и 
(43), мы видимъ, что 

Т^а Со8{1Га, X ) = РГг С08(ТГг. X )+ ТГе Со8(ТГе , X) 

ТГа С08(\Га, Г) = ЖгС08(Жг, Г) 4- ^е €08(1^6 , У) 
ТГа С08(}^а , 2Г ) = Жг Со« (ТГг , ^ ) 4- ТГе Со5 (Же , 2 ) 

и следовательно, что 



что и довазываетъ предложенную теорему. 



01дЦ|2ес1 Ьу 



Соо§1е 



Глава У/ 

Скорости абеолютнаго, отноеительнаго 
и переноенаго движен1й. 

Скорости точекъ твердаго. т-Ьла. 

48. Выведемъ аналитпчесюя выражен1я скорости абео- 
лютнаго движен1я точки и скоростей ея отноеительнаго и 
переноенаго двикенхй, когда эти посл-бдихл заданы однимъ изъ 
способовъ, указанныхъ въ предыдущей главЬ. 

Положимъ, что некоторая точка М движется внутри твер- 
даго т4ла /5 (черт. 52), съ которымъ неизменно связана ко- 
ординатная система 




Черт. 52 

И ЧТО ЭТО твердое тЬло движется относительно координат- 
ной системы 

ОХ Г 2, 
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которую мы считаемъ неподвижной въ пространств*. Поло- 
жимъ, что относительная координаты разсматриваемой точки 
суть 

5, Г), с 

и что движен1е твердаго т4ла 5 задано посредствомъ задан1я 
въ функщяхъ отъ времени координатъ 

начала неизм']Ьнно связанной съ нимъ координатной системы 
и Эйлеровглхъ угловъ 

или какихъ-либо другихъ независимыхъ параметровъ, опре- 
д^ляющихъ девять косинусовъ, указанныхъ въ нижеприве- 
денной таблиц*: 



X 



17 


г 


2 


«. 


К 


с, 


а. 


К 


с. 


«3 


к 


Сз 



Назовемъ скорость точки М въ ея абсолютномъ движен1и 
черезъ 

и найдемъ ея проекщя на оси системы 

по общей формул* для проекц1й скорости точки на подвижное 
направлен1е. 
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Мы будемъ им'Ьть 



СаС08(Га. 2) = 



с/(рС05(р,5)} 



а1 



сг(рС05{р,Т)) 



Га С08 (('а , X) = 



(II 



— + 



+ '"о (^08 { Г„, Т) — рсОз (/08 (р, (О,) 



СаС()8(Га^2)^- 



ег (рСов(р,Я)| 



б/^ 



+ '"и СО.^* (^'о. ^ — Р«>з С'05 (р, (Оз) 



. (44) 



гд* 



есть рад1усъ векторъ точки М относительно начала коорди- 
натной системы, пеизм'1нно связанной съ разсматриваемымъ 
нами твердымъ т'бломъ, 



скорость этого начала, а 



суть скорости концовъ векторовъ, раБныхъ едипиц']^ длины и 
проведенныхъ изъ начала неподвижной координатной системы 
параллельно соотв-Ьтственнымь осямъ системы 

Р1м'Ья въ виду, что проекц1и скорости 



на оси неподвижной координатной системы суть соответственно 
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МЫ можемъ паписать, что 

V^ С08 (V^, Е ) = Х^а, + 2/о'«2 4- 'З^о'^з 

Обозначимъ проекщи на оси подвижной коордвнатной 
системы скоростей 

со,, (О.^ II а»з 

какъ указано въ нижеприведенной таблиц*]^ 



(45) 







^ 


г 


^ 




«о, <«,= 


^\ 


(1),^ 




со, , «),, 


'\ 


«>2^ 




соз («3- 


"'я, 


(0,, 


и зан^тимъ, что 










«>.г = ^%- 


-">з: 


= 0, 


ибо 











(О, _1_ н, О), _!, г, о)з ± ^• 

Что касается остальпыхъ шести величинъ, входящихъ въ 
составь вышеприведенной таблицы, то между ними существуютъ 
зависимости, выводимыл на основанхи сл'^дующихъ соображенхй. 

Им^я въ виду, что 

есть скорость конца вектора, равнаго единиц*]^ длины и парал- 
лельнаго оси ОЕ, т. е. такого, проекщя котораго на ось ОГ 
равняется нулю и что, кром-Ь того, скорость другого конца 
этого вектора тоже равняется нулю, такъ какъ онъ проведенъ 
изъ неподвижной точки 0^ на основаши общей формулы 
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ДЛЯ проекщи скорости на подвижное направлеше, мы буденъ 
им'Ьть 











«\ 


— 




■^ч 


и 


точно 


также 


найдемъ 


















«>»г 


= 














ч,; 


г= 




С01^. 



Полагая зат-Ьмь, что 



10, = г. 

1г^ 



МЫ мо}кемъ таблицу (45) переписать подъ видомъ 



I 
Е Г 2 



(0^ ! О Г — ^ 

0)2 — Г о р 

I 



а такъ какъ проекщи вектора 

Р 
на оси системы 

суть соответственно 

«•1 '/? -в? 

то мы будемъ им*ть^ что 

рсо, = гт; — 2, 

рсо.^ = рС — ^^^ 

рсоз = ?; — ?>тг), 



г 
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посл'Ь чего представимъ формулы (44) подъ видомъ 

Ьа Сон (Га , 5 ) ^ ^ 4- ^»'<^14-У()'^'.^^-'3'о'«з+9- — П 



(4С) 



Такимъ образомъ, мы им'Ьсмь выражен1Я проекщи на оси 
системы 

скорости абсолютнаго движен1я точки М, а следовательно 
найдемъ и выражев1е этой скорости по формул* 

гд'Ь передъ корнемъ слЬдуетъ брать знакъ плюсъ, ибо онъ 
выражаетъ лишь длину вектора, ивображающаго скорость, что 
касается направлен1я последней, то оно найдется въ зависи- 
мости отъ косинусовъ угловъ, образуемыхъ ею съ координатными 
осями, опред'Ьляемыхъ уравнен1ями (46). 

Если мы предположимъ, что координатная система 

неподвижна, т. е. если положимъ въ формулахъ (46), что 

суть величины постоянвыя и что 

то правыя части этихъ форму лъ представятъ проекщи на 
оси упомянутой системы скорости точки М въ ея относи- 
тельномъ движенш и, обозначая эту скорость черезъ 
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МЫ будемъ им4ть 



Ь'г Со8 (г г . 3 ) 
Гг Соь (<V 5 1* ) 

Гг С08 {г г , ^ ) 



а1 

(II 
^1 



(47) 



Величина скорости относительнаго движен1Я определяется 
формулой 

гд( аередъ корнемъ надо брать знакъ нлюсъ, а ея напра- 
влен1е косинусами угловъ, образуемыхъ ею съ осями системы 

О, ЕГ2:, 

которыя могутъ быть опред'Ьлени по формуламъ (47). 
Если въ формул ахъ (46) мы положимъ; что 

суть величины постоянныя, то ихъ правыя части предста- 
вятъ проекщи на оси координатной системы 

скорости точки М въ ея переносномъ движен1и и, обозначая 
эту скорость черезъ 



мы будемъ им^ть 

ге Сон (г-е , 5 ) = х^а,-^ Уо(12 + ^о(^з-\-Ч-. — ^"П 
Ге Сон {Ге , Т ) = Л?о'^1+.^Уо'^2 + ^^о'^з+ ^^ - р'-- 
ое Сов {се , ^) == х^с,-\- у,' с, + ^^о'^з-\-рг1 — ?^ 



(48) 
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Величина скорости переноснаго движен1я будетъ 

''. = 

гд'Ь передъ корнемъ надо брать знакъ плюсъ, а ея направлеше 
опред'блится косинусами угловъ, образуемыхъ ею съ осями 
системы 

которые найдутся изъ равенствъ (48). 
ЗамЬтимъ, что, если 

суть постоянныя величины, то точка М неизм'Ьпно связана 
съ осями системы 

О, Е Т^, 

а потому мы можемъ ее разсматривать, какъ точку твердаго 
т4ла, въ которомъ построена эта система; такимъ образомъ 
скорость 

является скоростью точки твердаго тФла, движущагося отно- 
сительно системы 

охуг, 

а формулы (48) выражаютъ проекщи скорости точки твер- 
даго гЬла на оси пеизм']&нно связанной съ нимъ координатной 
системы. 

Эти формулы носятъ назваше формулъ Эйлера для про- 
екц1й скоростей точекъ твердаго тЪла. 

Теорема. Скорость абсолютнаго движенгя точки есть 
геометрическая сумма скоростей ея относительнаго и пере- 
пч' наго движенгй. 
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Сопоставляя между собой формулы (46), (47)и (48), по- 
лучимъ^ что 

Га Со8 {юа , Н) = V^ Со8 (г> , Е) -|- ге Со8 (ге , Е) 

Vа Со8 (га , Т) = г г Со8 (гг , X) -|- ^^е Со8 (с в , Г) 

Vа С08 {'Оа ,2 ) — Гг С08 (Сг , 2) -|- Ге Со8 (Ге , 2) 

И, сл-Ьдовательно, будемъ им-Ьтб, что 

Га ^ ''>• 4- Ге , 



что и доказываетъ предложенную теорему. 

Зам^тнмъ, что разематриваемая теорема можетъ быть до- 
казана и вакъ сл%дств1е теоремы, что векторъ перем']&щешя 
абсолютнаго движен1Я за и'Ькоторый промежутовъ времени 
есть геометрическая сумма векторовъ перем-Ьщешй относи- 
тельнаго и переноснаго движенхй за тотъ же промежутовъ 
времени. Въ самомъ л!кЛ, полагая, что векторы перем'Ьщен1й 
абсолютнаго, относительнаго и переноснаго движенШ не- 
которой точки М за промежутовъ времени А^ суть соотв'Ьт- 
ственно 

мы будетъ виЬтъ 

Два = Д^г + А^е 

и, следовательно, получимъ 

181 А5, . Дл 



М М т^ М 



отвуда 



1гт 






Ит 



А5, 



м 



Нт 






или 



Га = Ог + Vе 



11 
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49. Формулы (46) предыдущаго § даютъ возможность 
вывести н^которыя соотношешл, которыя понадобятся . намъ 
въ посл'Ьдующемъ изложеши. 

Положимъ^ что начало координатноВ системы, неизменно 
связанной съ твердымъ гЬломъ, совпадаетъ съ началомъ не- 
подвижной координатной системы и что точка М лежитъ на 
оси ОХ въ разстоян1и единицы длины отъ начала воорди- 
натъ (черт. 53). 

Въ такомъ случа-Ь скорость точки М будемъ равняться 
нулю^ ея координаты относительно системы 

ОЕХг 



будутъ 



$ = «,, ТГ] = Й,, С==с, 



и такъ вакъ, кром% того, мы будемъ им^ть^ что 

а^о = у^ = -г^ = с/, 

то формулы (46) примутъ видъ 

П ^^1 I 



и следовательно мн получимъ, что 

а,' = гй, — ^с^ 
*.' = г»«, — га, 

с/ = ^а^ — рЬ^ 



(49) 
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(^ ^очно также, предполагая точку Ж сначала на оси О Г, 
^1*омъ на оси 02^ найдемъ, что 



а^ '— гйз — дСч, 



«з' = ^*з — ?^з 



*2' = V(^ч — га, Ъ,' = рс, — га, 
с,' = да, — рЬ, с,' = да, — рЬ, 



(50) 



Полученныя формулы, между прочнмъ, даютъ выражешя 
величинъ 

р, д я г 




Черт. 63. 

въ Зависимости отъ девяти косинусовъ и ихъ первыхъ про- 
и8вод:ныхгь. Для того, чтобы получить эти выражешя, возь- 
''^^^^ наприм^Ьръ, вторыя изъ формулъ каждой изъ трехъ 
°^*Ученныхъ группъ и помножимъ об^Ь части первой изъ 
^^■^•ь на с^у второй на Сз и третьей на Сд, а зат^мъ сложимъ 
^^'ь между собой. 

Такимъ образомъ мы получимъ, что 

*^'^1 -^Ъ^'с,-+'Ъ,'с,=р(с;'-{-с,^+с\)—г(а,с,-+'а,с,-{-а,с,), 

^"^^Уда найдемъ, что 

^ '"^очно также будемъ им^ть 

д = с,'а,'^с,'а,-\-с,'а. 



. (51) 



И'* 
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11осд^дн1Я же формулы непосредственно даютъ выраженхе 
величинъ 

въ зависимости отъ Эйлеровыхъ угловъ подъ видомъ 



д = Со8 ф 8гп б ^^ 8гп ф -^ 



(52) 



ПримЪръ 19. Опред'Ьлить скорости абсолютнаго, относи- 
тельнаго и переноснаго движешя точки, движущейся равно- 
мерно по меридхану сферической поверхности, центръ которой 
движется равномерно по окружности даннаго рад1уса, описан- 
ной около н']&которой неподвижной точки О и которая равно- 
м^^рно вращается около своей оси, остающейся все время 
параллельной самой себ^, при услов1и, что, въ начал']^ дви- 
жен1Я, движущаяся точка находится въ сЬверномъ полюсб 
сферы, по которой она движется, а ось вращешя этой сферы 
находится въ одной плоскости съ перпендикуляромъ къ плос- 
кости траектор1и ея центра, возстановленнымъ изъ точки О 
(см. прим'Ьръ 17). 

Называя рад1усъ сферы, по которой движется точка, черезъ 
Р) (черт. 54), а радхусъ окружности, описываемой ея центромъ, 
черезъ р, мы им']&ли отнбсительныя координаты движущейся точки: 

5 = р^ 8гп\1 



координаты полюса: 



7] = 


и 


Г — 


р, Сови, 


«« = 


- р С08 ^1 


Уо = 


- р 81п ^1 


^« = 


--0, 
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Эйлеровы углы: 



|, '} = ■:-V^, о 



и девять косинусовъ, опред'Ьляющихъ положенхе осей подвиж- 
ной координатной системы относительно осей неподвижной 
системы: 



а^ = — Со8 ^1 Со8 а; а.^ -- 8ш Ф^ а^ = Сон ^( 8гп а 

Ъ^ = — 8гп ^( Соя а; Ь.^ -- — Со8 V/; Ь^ = 8гп V^ 8гп а 



с^ = 8%па\ 



0; 



Сд = Со8 а 



Принимая во вниман1е эти результаты, на основаши фор- 
мулъ (51), мы получимъ, что 

;> = — V Со8 V? Со8 а 8т а + V Сов V^ 8гп а Соя а = О 
г == — V 8гп^ V^ Со8^ а — V Соя"" V/ — V 8гпЫ 8гп' а= — V; 





Р 


1г 







> 


V 


4 


1'""*«««^ Т^ч^*''^/ 


'щ/ 



Черт. 54. 

дал4е мы будемъ им-Ьть 

у'г Соя (г> , а ) = р1 X (7с?8 >У 

?> Со8 {гг , X) = О 

г г Соя (ь'г ,^) = — р!^ 8гп X?, 
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откуда опред^линъ величину и направлен1е скорости отпоси- 
тельнаго движенхя равсматриваемой нами точки. Мы будемъ 
ЕжЬтЪу что 

г;г = рЛ 

и что 

Со8 (г> ,Е) = 00811 

(7о8(г>, Г)=0 

Со8(V^, 2) = — 8гпИ 

Величина и направлеше скорости переноснаго движенхя, 
равсматриваемой нами точки, определятся по формуламъ 

Уе Со8 (ге , Е ) = р [X 8гп \к( Со8 ^{ Со8 а 4" р |^>' Со8 [х< 8гп ^Ь 
Vе Со8 (ь'е , X ) = р [1 Згп \к1 8гп ^1 Со8 а — р [х Со8 \и Со8 Н — 

— ур1 8гп и 

Уе Со8 (ге , -2^) = — р [А 8гп (1^ 8гп а 
и мы будемъ им'^ть, что 

^е = ' 

= У р2 р.2 -|- Р12 ^2 ^'ш2 X/ -- 2рр1 (1.^ Зш X/ \ Вш [Х/ ЗЪП V/ С08 а — СОЗ {А/ С05 V/^ 

И что 

Со8 {^Се , Е) = 

8гп {А/ Оо8 V/ Сов а + С08 (л/ ^гУ1 ^^ 



^ 1 + \-^^У8гпЧ{ - 2 -^ /8'гп X/ 1 8гп [а/ /8'гп 7^ Со8 а — Сое .л/ Со8 V/| 

8гп и.Ь 8гп V* Со8 а — Сов [л« Со8 V* ^ 8гп И 

^ РИ- 



ж/ 1 + (^\^ 8ш^ х^ — 2 -^ б'ш X* I ^ш р.< /^«п V* Сов а — Со5 (х* Соз^г \ 
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Со$ {Vе , 2.) = 



Знал же скорости относительнаго и переноснаго движешй 
точки, мы найдемъ и скорость ея абсолютнаго движен1Я. 

50. Перейдемъ теперь къ разсмотр-Ьнхю формулъ 

VС08{V,Е) =ж„'а,+Уо'«24-<«з+гС — ГУ) 
VС08{V,X)=X^Ь,+у^Ь,•-{-г^Ь,^^^-р^^ , (53) 

выражающнхъ, какъ мы уже зам'1тили выше, проекциЕ ско- 
ростей точекъ твердаго тйла на оси неизм'Ённо съ нимъ свя- 
занной координатной системы 

но предварительно установимъ н'Ькоторыя опред^ленхя, касаю- 
Щ1ЯСЯ движен1я твердаго гбла вообще. 

Поступательнымъ движен1емъ твердаго т'бла будемъ на- 
зывать такое его движенхе, при которомъ векторы перем'^щетя 
вс^хъ его точекъ, за любой промежутокъ времени, геометри- 
чески равны между собой. 

Такимъ образомЪу полагая, что н']&которое тЬло 8 дви- 
жется поступательно и что въ некоторый моментъ времени 
I как1я-нибудь его точки занимаютъ положен1я 

Ж, N. Р 

(черт. 55), а въ моменты времени ^1 и 1^ т^ же точки зани- 
маютъ соотв'Ьтственно положенхя 

М„ N.. Р. 
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И 

Д'^, ^,, р., 

ны буденъ ин'&ть 



М,М,=К,К,=Р,Р = 




Черт. 55. 

Теорема. При посшупательномъ двиоюенги твердаю тгьла^ 
прямая, соединяющая какгя-нгсбудь деть его точкщ остается 
параллельной самой себгь. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, соединяя между собой точки М^ N и 
Р и точно также Ж1, N1, Р\ и т. д., на основаши теоремы, 
что прямыя, соединяющ1Я концы двухъ равныхъ и взаимно- 
параллельныхъ отр'Ьзковъ, сами равны между собой и взаимно- 
параллельны, мы будемъ им^ть 



МN = М,К, = М,N, 



что и доказываете предложенную теорему. 

СлЪдств1е. При поступат^льномг движенги твердаго тгьла, 
всякая плоскость, проведенная въ твердомъ тгьлгь^ остается 
параллельной самой себгь, 

Изъ предыдущей теоремы сл4дуетъ, что, при поступатель- 
номъ движенш твердаго т^ла, оси, неизм:Ьнно съ нимъ свя- 
занной координатной системы, остаются параллельными самимъ 
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себ']^, а сл'Ъдовательно, при этомъ движен1и, девять косинусовъ 
остаются постоянными и 

Теореиа. При поступашельномъ движенги твердаго ттьла^ 

скорости всгьхъ его точекъ геометрически равны между собой, 

Въ самомъ д'1л1&, если въ формулахъ (48) мы положимъ,что 

^ = (/ = г = О, 

то ихъ правыя части будутъ представлять изъ себя проекщи 
на оси системы 

скорости некоторой точки ж (чер. 56) твердаго т4ла, при его 
поступательномъ движеши, и если назовемъ эту скорость черезъ 




Черт. 56. 
'^о будемъ им'Ьть 



'^ 



,.■1 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



— 170 — 

а тавъ вавъ 

•^0) У^у ^ о 

суть проевщи на оси системы 

0ХГ2 



скорости 



^0 



точки 0^, то 

^о' ^1 + У о' ^2 + -^)'Сз = ^'о С08 (V^, 2 ) 

И следовательно 

^Vр С08 {;0р , Е) = V^^ С08 (V^^ Е ) 
Ор С08 (Т^р , X) — V^^ С08 (V^, Т ) 
УрС08(Гр, 2) = 'С^С08{у^,г) 



ар 

а такъ какъ точка М есть произвольная точка твердаго гЬла, 
то предложенная теорема доказана. 

51. Вращательнымъдвижен1емъ твердаго т']&ла мыбудемъ 
называть такое его движенхе, при которомъ одна изъ его 
точекъ остается неподвижной. 

Теореиа. Если^ во время движенья твердаго тгьла^ какгя- 
нибудь деть его точки остаются неподвижными, то остаются 
неподвижными и вС7ь точки прямой, проходящей черезъ эти 
двгь точки^ а есть остальныя точкгь тгьла движутся по 
окружностямъ, располооюеннымъ въ плоскостяхъ перпенди- 
кулярныхъ къ прямой^ проходящей черезъ неподвиоюныя точки 
и импющимъ центры на этой прямой. 
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Въ самомъ д-Ьл*, положимъ, что дв* точки Ж в М^ н4- 
котораго твердаго т4ла /5 неподвижны (черт, 57), проведемъ 
черезъ эти точки прямую и возьмемъ на ней некоторую 
точку N. Эта точка не можетъ перем']&щаться вдоль прямой 
ММ^^ ибо въ такомъ случае изменилось бы разстоянхе раз- 
сматриваемой точки отъ точекъ Ж и Ж^; точка Хяе можетъ 
сойти съ прямой ЖЖ^,, ибо, если бы она сошла съ этой 
прямой, перейдя, наприм'Ьръ, въ положенхе ^У^,, то мы им-Ьли 
бы, что 




Ш 



Черт. 57. 



И следовательно им4ли бы, что или 

МК, > ЖЛ' 

или, что 

^Щщ следовало бы, что взаимное разстоянхе между точками 
тверда,го т4ла опять нарушилось бы. Такимъ образомъ, первая 
^^сть предложенной теоремы доказана. Для доказательства 
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второй части этой теоремы, возьмемъ некоторую точку -4, 
проведемъ черезъ нее плоскость Р, перпендвкулярную къ 
прямой ММ^ и положимъ, что эта плоскость пересЬкаетъ 
прямую ММ^ въ точк* В. 

Точка А не можетъ выйти нзъ плоскости Р, ибо, если 
бы она вышла изъ этой плоскости, перейдя въ положенхе ^1, 
то мы им'&ли бы, что 

М,Л>Ы,А,, (54) 

такъ какъ въ треугольникахъ ВАМ^ ^ ВА^Мх сторона 
ВМх общая и, кром4 того, 

ВА = ВА,, 

а 

^М,ВА> /^М,ВА,, 

неравенство же (54) противор4читъ опред*лен1ю твердаго 
тЬла. Такимъ образомъ, точка А должна все время находиться 
въ плоскости Р, а такъ какъ эта точка не можетъ изменить 
своего разстояшя отъ точки Д то она будетъ двигаться по 
окружности, имеющей своимъ центромъ точку Б, и наша 
теорема, следовательно, доказана вполн*. 

Движепхе твердаго т4ла, им^ющаго дв-Ь неподвижныя точки, 
на основанш предыдущей теоремы, ми будемъ называть вра- 
1цен1емъ этого тЪла около неподвижной оси. 

Теорема Даламбера. ТГеремгьщеше твердаго тгьла^ имгью' 
щаго иеподвиокпую точку, за любой промежутокь времени 
можетъ быть воспроизведено вращенгемъ этого т7ьла около 
нтькоторой неподвишсной оси, проходящей черезъ его непод- 
вижную точку. 

Въ самомъ дЪл'Ь, положимъ, что некоторое твердое т'Ьло, 
им'Ьющее неподвижную точку О, въ некоторый моментъ вре- 
мени { занвмаетъ положеахе /5^ (черт. 58)^ а въ моментъ ^1 
черезъ промежутокъ времени Д^ положенхе /8^1 и пусть н-Ькото- 
рая точка этого т^ла, находившаяся въ А, при его первомъ 
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положеши, за промежутокъ времени Д< перейдетъ въ поло- 
жен1е В^ а его точка, находившаяся въ В въ номентъ вре- 
мени ^, перейдетъ за этотъ промежутовъ въ положете С. Про- 
ведя плоскость черезъ точки Л^ В и С, опустимъ на нее 




Черт. 58. 

перпендикуляръ 0^ изъ точки О, назовемъ точку вгту^чп 
этого перпендикуляра съ построенной плоскосью черезъ Е и 
соединимъ точки А^ В я С между собой и съ точками Еи О. 
Такъ какъ, на основаши свойства твердаго т']^ла не из- 
менять ра8стоян1Я между его точками, 

АВ = ВС 



то 



а следовательно 



ОА=ОВ= ОС, 
ЕА=ЕВ=ЕС, 

ААЕВ=АВЕС 
/^АЕВ^/^ВЕС 
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Изъ равенства же этихъ угловъ мы завлючаемъ, что пере- 
ходъ разсматриваеиаго нами т^ла изъ положешя /8^ въполо- 
жеше ^1 можетъ быть осуществленъ его вращешемъ на уголъ 

О = ЛЕВ 

ОЕОЛО ОСИ 

и сл']&довательно предложенная теорема доказана. 

Неподвижную прямую» вращенхемъ около которой можетъ 
быть воспроизведено перем']^щен1е твердаго тЪла за некоторый 
промежутокъ временя, при его вращательномъ движенхи, будемъ 
называть среднею осью вращен1Я даннаго т'Ьлв, за разсматри- 
ваемый промежутокъ времени. 

Угловымъ перем'ЬщеН1емъ твердаго т^ле^ за данный про- 
межутокъ времени, при его вращательномъ движенхи; будемъ 
называть уголъ, поворотомъ на который около средвей оси, 
отвечающей разсматриваемому промежутку времени, можетъ 
быть воспроизведено перем'Ьщенхе даннаго т^ла за этотъ 
промежутокъ времени. 

Средней угловой скоростью г]&ла за данный промежу- 
токъ времени будемъ называть отношенхе его угловаго пере- 
м'Ьщен1Я за этотъ промежутокъ времени къ самому проме- 
жутку. 

Предельное положенхе средней оси вращен1я твердаго т*ла 
ва безконечно малый промежутокъ времени, прилегающ1й къ 
данному моменту, будемъ называть мгновенной ОСЬЮ вра 
1цен1Я даннаго т^ла въ этотъ моментъ временя. 

ПредЪлъ средней угловой скорости твердаго т^ла за без- 
конечно малый промежутокъ времени, прилегающ1й къ данному 
моменту, будемъ называть угловой скоростью даннаго твер- 
даго т^ла въ этотъ моментъ времени. 

Такимъ образомъ^ полагая, что 
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есть средняя ОСЬ вращешя н-Ькотораго твердагот'Ьла/8(черт, 69) 
за промежутовъ времени 

а 

де 

его угловое перем4щен1е за этотъ промежутокъ и называя 
среднюю углобую скорость т^ла за разсматриваемый проме- 
жутокъ времени черезъ 




Черт. 69. 

а угловую скорость въ моментъ времени I, къ которому этотъ 
цромежутокъ прилегаетъ, черезъ 

(О, 



мы будемъ имФть, что 



Д6 



и что 



А6 



О) 



= Ит а>ср = Ит д^- • 



Въ часгномъ случа'%; когда твердое т'Ьло вращается около 
неподвижной оси, мы б;демъ им^ть, что 



<|) = 
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52. Чтобы установить единицу угловой скорости^ раз- 
смотримъ частный случай вращешя твердаго тЬлл около не- 
подвижной оси, а именно его равном'Ьрное вращеше, разу- 
м'Ья подъ этимъ вращенхемъ такое, во все время котораго 
угловая скорость твердаго т^&ла остается постоянной. 

При этомъ вращен1и твердаго т^ла, мы, следовательно, 
будемъ им-бть, что 

ш =1 Сопн! 

и, следовательно, получимъ, что 

Полагая же въ этомъ равенстве 

0-0о = 1 и /"«0=1, 

пайдемъ^ что и 

а)=1 

и такимъ образомъ будемъ им^ть, что единица угловой ско- 
рости есть угловая скорость такого равном^рнаго вращен1я 
твердаго тЬла около неподвижной оси, при которомъ въ еди- 
ницу времени т']&ло поворачивается на уголъ, принятый за 
единицу угловъ. 

Единица угловой скорости, следовательно, есть сложная 
единица и символомъ ея служитъ 

если, наприм'Ьръ, за единицу времени принята секунда, то 
единицей угловой скорости будетъ единица, деленная на секунду. 

Теорема. При вращенш твердаго ттьла около неподвиж- 
ной осщ скорость каждой изъ его тючекЪу не лежащшвъ на 
этой оси^ равняется прогсзведетю угловой скорости на раз- 
стоянге данной точки отг оси вращетя. 



0\д\{\7.е6 Ьу 



Соо§1е 



— 177 



Въ самомъ д'&1'6, называя векторъ перем']^щетя. точки Ж 
за промежутоЕъ времени Д<, т. е. хорду дуги ММ^ (черт. 60) 
черезъ __ 



а эту дугу черевъ 



Д.Ч* 



и обозначая скорость точки М въ моментъ времени I черезъ 



гп, 



мы будемъ им^ть, что 



^1 



Д5 



^ ^ Ит -д7 = Ит —. = Им г д, = г ^^ ^ по, 



до 



(14 




Черт. 60. 

ЧТО и доказываетъ предложенную теорему. 

54. Обратимся теперь къ разсмотрЬшю скоростей раз- 
личныхъ точекъ твердаго т4ла, при его вращательномъ дви- 
генш. Полагая, что неподвижная точка твердаго т^ла при- 
нята за начала координатноЁ системы^ неизменно связанной 
съ зтимъ гЬломъ, мы видимъ, что координаты этого начала 
(черт. 61) 

12 
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суть постоянныя величины, ы, сл-Ьдовательно, если мы назовемъ 
скорость какой-нибудь точки твердаго тЪла при его враща- 
тельномъ двизкен1и черезъ 

то, на основанш формулъ (48), получимъ проекщи этой ско- 
рости на оси системы 

0,ЕГ2 




Черт. 61. 



подъ видомъ 



го Со8 ( 'М?, 3 ) — дС — ГГ1 
го Со8 (го^ ^)=^ г^ — р^ 
го Со8 {щ2)=рг1 — ^^ 



(55) 



Полагая въ этихъ формулахъ 

го — О, 
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МЫ видимъ, что въ каждый моментъ времени точен твердаго 
т^ла, скорости воторыхъ равняются нулю, леасатъ на прямоЁ, 
определяемой уравнен1ями 

р д г 

Эта прямая и является, сл'Ьдовательно, въ разсматриваемый 
моментъ времени мгновенной осью твердаго т*ла, о которой 
было упомянуто выше, зд-Ьсь асе мы только получили ея 
уравнен1я относительно координатной системы 

Что касается скорости какой-нибудь точки М твердаго 
тЬла, которая не лежитъ въ данный моментъ времени на его 
мгновенной оси и которая им']^етъ своими координатами 

?, Г1, С, 

то формулы (55) показываютъ, что она является моментомъ, 

относительно разсматриваемой точки, вектора Ох К, лежащаго |! 

на мгновенной оси и им^ющаго своими проекц1ями на оси 

координатной системы 

0,ЕГ2 * I 

отр-Ьзки 

ибо, проведя изъ точки М оси 

^^15 ^^? ^П 

соответственно параллельный осямъ упомянутой системы, на 
основаши формулъ (55), мы видимъ, что 

юСо8(г€,Е) = М^^{0,К) 
гсС08(и;,Г) = М^^{0,К) 
гсСо8{ъо,г) = М^^(0,К) 



12* 
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И такимъ образомъ приходимъ въ завлючешю, что 

Называя разстолн1е точки М отъ мгновенной оси черезъ 

Р. 
мы, сл'Ьдовательно, будемъ им'Ьть, что 

го = рО,К (56) 

Съ другой стороны, принимая во вниманхе теорему предыду- 
щаго §, мы видимъ, что скорость точки Ж въ соотв'1тствующ1й 
моментъ времени, т. е когда ось 0|^ является неподвижной, 
должна опред'1ляться формулой 

«^ — рш, (57) 



гд* 



(О 



есть угловая скорость нашего твердаго т^ла въ разсматри- 
ваемый моментъ времени. 

Сравнивая же между собой равенства (56) и (57), мы 
находимъ, что 

ОД = со 

и такимъ образомъ видимъ, что величины 

Р, й и /' 

являются проекщями на оси координатной системы, неиз- 
менно связанной съ твердымъ т'1ломъ, его угловой скорости 

которая въ каждый моментъ времени направлена по, соответ- 
ствующей этому моменту, мгновенной оси. 

Полученные результаты позволяютъ намъ высказать сле- 
дующую теорему, определяющую скорости точекъ твердаго 
тела при его вращательномъ движен1и. 
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Теорема. При вращательпомъ движенги твердаю тп»ла, 
^ каждый моментъ времени въ немъ гштьется неподвижная 
ось, проходящая черезъ его неподвиоюную точку^ по которой 
вправлена его угловая скорость въ этотъ моментъ времени^ 
^ скорость каоюдой точки тгьла, не лежащей на этой оси, 
<^вляется моментомъ, относительно этой точки, угловой скоро- 
<^^пи разсматриваемаго тгьла. 

Прим'Ьръ 20. Оаред'Ьлить уравнен1я мгновенной оси, 
величину угловой скорости и скорость точки М (чер. 62) 
твердаго т-бла, лежащей въ плоскости осей 03 и ОГ на 




Черт. 62. 



рря^лсой, д-Ьлящей уголь между этими осями пополамъ, и въ 
рааоп^о|дд}д единицы длины отъ точки О, при услов1и, что 
тве5>д>^^ т4ло вращается около этой точки и что его вращенхе 
задв.:^^^ посредствомъ задан! я Эйлеровы хъ угловъ, уравнен1ями 



^^1[ы будемъ им-ЬтБ 





'•? = 


г1 




6== 


5/ • 




6 = 


б 


р = 


г 8т 


б/ 8гп 


3 = 


г Сов 


г^.8гпЬ 


г = 


еСо8 


5 + 3, 
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и, следовательно, получимъ уравнеБ1я мгновенной оси подъ 
видомъ 



8те^(8гпЬ 008^1^ 8гпЬ .^ - » ^1 



е 



С 08 О + 

н угловую скорость 

(О = 1/ е^ + 8,2 + 2851 СозЬ 



Им-Ья въ виду, дал^е, что координаты точки 31 
^. = г^ = ^ и С = 0, 

мы найдемъ проекщи на оси системы 

0ЕГ2 

скорости точки ж по формуламъ 

го Со8 {го,Е)=Г2С — гг1 = — (г Соз о + 8^) ^-,^ 



V 2 

'ш Со8 {го , 2) ^=1 р-ц — 3$ = 8 8гп о {8т г^1 + ^05 8,^) ^-5— ♦ 



откуда получимъ, что 

^ = ^У 2 (8 Соз Ь + г,у + 8^ 5ш^ о (5г/г 8, ^ + Со5 8,0' = 



= ^~^- - |/ 8^ (1 4- <^05*^5) + 28,^ + 4ег, СозЬ^г" 8гп'Ь 8гп2г, { 
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и крон* того будемъ им-Ьть, что 



Со8{го^ 2)= — 
Со8{и},Г) = 
Со8{гV,2) = 



еСоЗо + б! 



]/ е2 (1 +. Со8Ч) + ге^з -|- 4щ СозЬ + е^ 8тЧ 8%п ^^1 
е С08 ^ + ^1 

У е2 (1 Ч- Сов^ 5) + 2612 +- 4661 Со8 о + ез 8т^ Ь 8гп 2г^г 
е 8гп о (8т г{1 -\- Сов г^1) 



]/ е2 (1 4- Оо52 5) Ч- 2613 + 4661 С08 Ь + ез 8%п^ Ь 8гп 2г^1 

Тавимъ образомъ мы найдемъ скорость точки М^ кавъ 
по величин'6, такъ и по направлешю. 

55. Проекц1и угловой скорости твердаго тЪла на оси 
неподвижной координатной системы. Называя эти проевщи 
на оси системы 

охуг 

соответственно черезъ 

Д я. и, 

на основан1и равенства 
мы будеыъ им^ть 



Подставляя въ первую изъ этихъ формулъ вместо 

ихъ величины, по формуламъ (29) главы IV, найдемъ 

Р = р (Ь^с^ — Ь,с^) + д (с^а, — Сза,) + *• («а&з — «з^а) 
или 

Р= аз (?с, — гЬ^) + Ь, (га^ — рс,) + с, (рЪ^ — ^а^) 



(58) 
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В, следовательно, всл^дствае равенствъ (50), получимъ 

а принимая во внимавхе, что 

и что^ сл'бдовательно, 

«з'Оз + ^/^3 + с^Сз = — а^Оз' — й^йз' — С^Сз', 

ОЕОвчательно иолучимъ 

Р = Я5О3Ч- Мз'Ч- СгСз' 

И точно тавъ же найдеыъ 

Им-Ья въ виду формулы (34), мы получимъ, что 



Р=8гп^8гп^ '2 + Соз^ ^^ 



аг 



д^-Со8^ 8гпЬ ;^^ + 8гп^ -^ 



^=С08Ь^-^^2 



(59) 



(591)18) 



56. Проекцж на оси неподвижной координатной системы 
скорости точки твердаго тЪла, при его вращательномъ 
движен1и. 

Дифференцируя формулы (25) главы 1У въ предположен1И, 
что 

постоянныя, такъ какъ точка 0^ принята за неподвижную 

точку т4ла, и что 

% г ^ 

тоже постоянный, Еакъ Еоордвнаты точки твердаго т^ла 
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относительно^ неизменно съ нимъ связанной, координатной 
системы, мы будемъ им^ть 

у' =и) Со8 (щ у) = Еа^'Н- г/)^' + Сс^' 
^' =ги Со8 (го, -г) = 5^./ -|- у]/>з' + ^^л' 

Подставляя зат'Ьмъ въ первую изъ этихъ формулъ вместо 

ихъ величины, па основавш формулъ (25 Ь18), получимъ 

и)Со8(го,х) = (х — x^^) (а, а/ +/>/>,' -\-с^с^')-\- 

откуда, принимая во вниман1е формулы (26) и им-Ья въ виду, 
что 



такъ какъ 



«1' + ^"^ + с/=1, 



(60) 



о^гончательно получимъ 

го Сов («(;, х) = 4^ (-г — ^^^ — Е (у — у^, ) 
^ точно такъ же будемъ им-бть 

го Со8 (гг, у)=^ В(х — x^^) — Г(г — ^^^) 

IV С08 {Н\ <)=:Г (у — у^,) — д(х — X,,) 

Полагая въ этихъ формулахъ 

п1 = о, 

наид^^^ уравнен1я мгновенной оси, относительно неподвижной 
^^^Рдцнатной системы, подъ видомъ 

Х — Х р __ У — Уо ^ — ^0 
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57. Мы вид&гиу что, при вращательномъ движен111 твердаго 
т^ла, въ каждый монентъ времени въ немъ им'бетсл н']&БОторая 
неподвижная ось, которую мы назвали мгновенной осью. Съ 
течен1емъ времени мгновенная ось изм^няетъ свое положеше^ 
какъ внутри твердаго т-Ьла, такъ и въ пространств*. 

Коническую поверхность, представляющую геометрическое 
жЬсто мгновенныхъ осей въ пространств']^, будемъ называть 
неподвижнымъ аксоидомъ мгновенныхъ осей, а коническую 
поверхность, представляющую геометрическое м'Ьсто мгновен- 
ныхъ осей внутри твердаго тЬла, будемъ называть подвиж- 
нымъ аксоидомъ мгновенныхъ осей. 

Теорема Пуаясо. При вращательномъ движенги ^пвердаго 
тгьла^ подвижный аксоидъ катится бвзъ скольженгя по не- 
подвижному. 

Во время движен1Я твердаго т'Ьла, подвижный аксоидъ, 
будучи неизм']^нно связанъ съ твердымъ т1&ломЪу движется въ 
пространств* такъ, что его вершина все время находится въ 
вершин* неподвижнаго аксоида и въ каждый моментъ времени 
оба эти аксоида им-Ьготъ общую производящую. Для доказа- 
тельства предложенной теоремы, надо показать, что, если мы 
па мгновенныхъ осяхъ отложимъ отъ неподвижной точки со- 
отв*тствующ1Я мгновенныя угловыя скорости, то полученныя 
вслЬдстЕхе этого кривыя ЛВС на подвижномъ аксоид* и АВЕ 
на яеподвижномъ (черт. 63) будутъ въ ихъ общей точк* А 
им*ть общую касательную и ихъ элементарныя дуги, отв*- 
чающ1я одному и тому же б^зконечно малому промежутку 
времени, будутъ равны между собой. 

Назовемъ элементарную дугу неподвижнаго аксоида, на- 
чинающуюся въ точк* -1, черезъ 

а элементарную дугу подвижнаго аксоида, начинающуюся въ 
той же точк'Ь, черезъ 
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Мы будемъ им-ЬтБ 

а такъ какъ 
и 




Черт. 63. 



''^? принимал во вниман1е, что 



^0; Уо^ ^( 



^Уть постоянный величины, мы будемъ им-бть, что 



что 



-■^а^зсматривая правыя части этихъ равенствъ, мы видимъ, 
'^'рехчлены, стоящ1е въ нихъ въ скобкахъ, равны между 

Оой^^ Въ самомъ себ-Ь, на основанш формулъ (58), мы 

УА^:м*ь им'Ьть 

Р' = р'а, + ^'Ь, + г'с,-\-ра\-^ ^/У , + гс' г 
Я' = Р'02'^ 9'^''2-\г г'с,-^ ра' ,-\г Ф' .-^ гс' , 
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а такъ какъ, въ силу равенствъ (49), 

тра,; + Ф'1 + ГС,; ^ о 

ра^ -{- ^Ь; + ГС'/ = О 
то 

Я'=Р'о, + ^К+гс, \ . . (62) 

Возвышал же эти выражешд въ ввадратъ и складывая 
ихъ между собой, получимъ 

р2 4-^" + ^^"=/^" + 2'^ + ^" 
Такимъ образомъ мы будемъ им-Ьтб, что 

Называя дал4е касательную въ точк'Ь А къ кривой АВС^ 
лежащей на неподвижномъ аксоид']^, черезъ 

г; 

а касательную въ той же точк']^ къ кривой А1)Еу лежащей 
на подвижномъ аксоид^, черезъ 

т 
и полагая, для краткости письма, что 

мы можемъ написать^ что 



Г' 

к 


Сон (-, 2) = 


Л _р' 

Ла Тс 


к 


сичт, Г) = 


М а' 

с1а — к 


к 


Сон {X, 2Г) = 


(1: г' 
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и, следовательно, что 

Со8 (т, X) = ^^ азН- ^^- 6з+ ^-^3, 

откуда, на основаи1и формулъ (62), видимъ, что 

Со8(1\Х)=Со8(т,Х) 
С05(Т, Г)=Со5(-, Г) 

С08{Т,2)= С08(Т,2) 

и, сл'Ьдовательно, что касательныя АТп Ат совпадаютъ Нежду 
собой, и наша теорема такимъ образомъ доказана. 

Зам']&тимъ, что^ для того чтобы вывести уравнеше под- 
вижнаго аксоида твердаго т'Ьла, надо исключить I изъ урав- 
нешй его мгновенной оси, относительно координатной системы, 
неизн']&нно связанной съ твердымъ т^ломъ, т. е. изъ уравнен1й 

р а г 

Для того же, чтобы вывести уравнен1е неподвижнаго аксоида 
твердаго гЬла, надо исключить < изъ уравнешй мгновенной оси, 
относительно неподвижной въ пространств']^ координатной 
системы, т. е. изъ уравнен1й 

х — Хр У — Уо _ — ^0 

Р — (^ — И ' 

Прим'Ьръ 21. Вывести уравнен1я неподвижнаго и подвиж- 
наго аксоидовъ твердаго тФла, вращающагося около непо- 
рижной точки, при услов1и, что его вращеше задано, посред- 
ствомъ задашя Эйлеровыхъ угловъ, уравнен1ями 



= 
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Мы вид'Ьли, что въ »томъ случае проевщи на оси системы 

угловой скорости будутъ 

р 1^ г8гпг^1 8гпо 
д = г Со8г^1 8гпо 

и что уравнен1Д мгновенной оси будутъ им^ть видъ 



8гп 61 ( 8т Ь Сов г^^ Ып Ь гг » I ^1 

е 

Им^я эти уравнешя, мы можемъ написать, что 

5 (е Сов б -(- г,) = С г Зт г^1 8гп о 
т] (г Сов о -|- е^) = ^ 5 Со8 г^^ 8гп о, 

откуда, возвышая полученныя равенства въ квадратъ и склады- 
вая ихъ между собою, получимъ 

{г' + у^") {гСо8Ь^г,у. = Г'г' 8^4 



или 



е- 8Ш^ о (е Со$ о 4- 21)2 



0. 



Тавимъ образомъ, мы видимъ, что въ разсматриваемомъ 
случае подвижнымъ аксоидомъ является конусъ вращен1я 
около оси 02^ (черт. 




Черт. 64. 
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Дал']^е, принимая во внимайте, что въ разсматриваемомъ 
нами случа']^ 

а, = Со8 г1 Со8 е/ — 8гп г! !:Ип г/ Сон о 

й^ = — Со8 г1 8гп г/ — 8гп г! Соя г^1 Сов б 

с^ =1 8гп г1 8гп о 

а^ — 81П гк 8гп г^1 -(- Соя г1 Соя г^1 Соя б 

&2 = — /З'ш г1 8т г^1 + Соб* е^ Соя г^( Соя б 

с^ = — Соя й 8гп б 

«3 = /8'ш 6^< 81п б 

из = Соб- б/ /8'ш б 

Сз = Соя б, 

на основаши равенствъ (58)> мы будемъ им^ть, что 
Р=: 5, 8г7гг18то 

В = е^ СояЬ-\-г, 
а такъ какъ 

X^^ =-^ 2/^) = ^^^ = О, 

ибо мы предполагаемъ неподвижную точку твердаго т'Ьла въ 
&ачал']& координатной системы 

ОХ У г, 

то уравнешя мгновенной оси твердаго г]&ла^ относительно этой 
системы, будутъ им4ть видъ 



8п1 еЬ 8т о — Со8 и 8т о ^ ^ 



Им'1я же эти уравнеа1я, мы можемъ написать, что 

X (е^ Соя б -[- г) = ^гг^ 8гп г1 8т б 
у (г, Соя 8 -|- е) = — ^е, Соя гк 8т б, 
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откуда получимъ уравненхе неподвижнаго аксоида подъ видомъ 



г^^ЯшП {г^Со8Ь-{-гу 



О 



и тавииъ образомъ ввдимъ, что и неподвижный аксоидъ 
является конусомъ вращен1я, при чемъ его осью вращен1я 
служить ось 02. 

58, Теорема. Въ общемъ случать движенгя твердаго ттьла, 
скорость любой его точки въ данный момептъ времени 
есть геометрическая сумма ея поступательной скоростиу 
геометрически равгшй скорости точки, принятой за полюсъ, 
и ея враищтельной скорости около мгновенной оси, прохо- 
дящей черезъ этотъ полюсь^ при чемъ выборъ полюса произ- 
воленъ^ а направленге мгновенной оси и величина угловой 
скорости не зависятъ отъ этого выбора. 

Сопоставляя между собой формулы (48), (53) и (55), мы 
видимъ, что 

Ге Со8 (ге ,'Е) = Vр Со8 {Ур^Е )'\-ги Со8 (го,Е ) 

Се Соя (у;е , Г) — Ур Сон (ьр , Г ) -(- ?«; Соя {ю , Г ) 

Vе Сон {се у X ) =^ Ср Сон {Vр , ^ ) + гс; Сон (м; , ^ ), 

откуда заключаемъ, что 

Vе= Vр'\^'^^ (63) 

а такъ какъ 

Се 

представляетъ изъ себя скорость произвольной точки твердаго 
гЬла въ общемъ случа* его движен1я. 



есть скорость той же точки въ предположеши, что твердое 
т-Ьло движется ^Поступательно вм'Ьст'б съ точкой 0^, принятой 
за начало координатной системы, неизм']^нно связанной съ 
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нашимъ твердынь тЬлонъ и принятой такимъ обравомъ за 
подюсъ, при чемъ 



г^» = г^п 



гд* 



есть скорость этого полюса, а 

к; 

есть скорость опять-таки той же точки твердаго т4ла, при 
его вращательномъ двиясен1и около выбраннаго полюса, то 
равенство (63) доказывае^гъ первую часть предложенной теоремы. 
Что касается второй части этой теоремы, то, для ея до^ 
казательства, переписавъ геометрическое равенство (бЗ)подъ 
видомъ 

и им^я въ виду, что координаты точки о, суть 

•^0» Уоу ^0, 

будемъ проектировать члены этого равенства на оси непод- 
вижной въ пространств'^ координатной системы. 
Мы будемъ им-бть 

V С08 {V, X) = Х^ + ^(^ _^^ _ Д {у -у,) ' 
VС08{V,^)=^у^ + В{X-X,)-Р{г-^,) .. . (64) 

VСо8{V,2) = г^ + Р{у^у,)-^{x-x,) 

Возьмемъ теперь какую-нибудь другую точку Л (черт. 65) 
нашего твердаго т4ла и обозначимъ ея координаты черезъ 



X 



а скорость ч(Е^резъ 



.1, Ул, ^АУ 



^^. 



13 
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Тавъ какъ эта точка принадлеяштъ равсматриваеноыу 
вами твердому т^лу, то проевщи ея скорости на оси системы 

0ХТ7. 

опред^атся по фориуламъ (64) и мы будемъ им^ть 

%1 = V^ Со8 (г;^, X) = ж; + д (г^ — ^о) —в (у^ — Уо) 

у А = «1 Со8 (г;^, Т) = у^-\-Е(х^—х^) — Р {г^ — е^) 
г; = г;^ Сов {V^, 2) = г^ +Р(у^, — у,) - Я (ж^ -^о). 




Черт. 65. 

Вычитая почленно полученныя формулы изъ соотв^тствен- 
ныхъ формулъ (64), мы получимъ 

V С08 {V, Х) = ХА'-^Я{2-гд — Е(у — ул) 

V Сов {V, I) = у^'-[-В{х~ х^) - Р(г - г^) 
VСо8{V,г)^г^! + Р{у-уА) — ^{x—x^, 

сравнивая же полученныя формулы съ формулами (64), видимъ, 
что он!) представляютъ проекщи на оси системы 

0ХУ2 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



— 195 — 

скорости точки ж, при усдов1и, что за полюсъ твердаго тЬла 
принята точка Л съ координатамя 

^1, Уа, ^Лу 

а таЕъ вакъ въ эти формулы входятъ т'Ь же величины 

Р, Я и В, 

Ёакъ и въ формулы (64), то ириходим1| бъ завлюченш, что 
какую бы точку твердаго т'&ла мы ни приняли за полюсь, 
направлеше его мгновенной оси и величина его угловой ско- 
рости, отв'Ьчающзя данному моменту времени, остаются не- 
изменными, что и доказываетъ вторую половину разсматри- 
ваемой нами теоремы. 

59. Предыдущее разсмотр-Ьше показываетъ, что, въ каждый 
моментъ времени, скорости всЬхъ точекъ, лежащихъ на мгно- 
венной оси, проходящей черезъ данную точку твердаго гЬ^^ 
въ этотъ моментъ времени, геометрически равны между собой ^ 
ибо, для всЬхъ точекъ этой оси, вращательный скорости равны 
нулю и, сл-Ьдовательно, ихъ скорости геометрически равны 
скорости точки, принятой за полюсЪ; а значитъ и геометри- 
чески равны между собой. 

Яи'Ья въ виду дал']&е9 что мгновенныя оси, проходящ1я 
черезъ различныя точки твердаго т^ла, въ данный моментъ 
времени, вс*]^ параллельны между собой и параллельны вектору, 
выражающему угловую скорость, отвечающую разсматривае- 
мому моменту, мы видимъ, что, при движеши твердаго т^ла, 
въ любой моментъ времени^ скорости всЬхъ его точекъ, ле- 
жащихъ на одной и той же изъ прямыхъ, параллельныхъ 
направлешю его угловой скорости, отвечающей этому моменту, 
геометрически равны между собой; при переходе же отъ 
одной изъ этихъ прямыхъ къ другой, эти скорости меняются. 

Найдемъ положен1е такой прямой въ твердомъ теле, ско- 
рости точекъ которой, въ данный моментъ времени, были бы 
наименьшими, относительно скоростей всехъ его остальныхъ 
точекъ. 

13* 
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Тавъ вакъ^ ва основанш равевствъ (64), сворость точки 
твердаго т^а, имеющей своими координатами 

^> У^ ^, 
выражается формулой 



-/ 



+ {V + Р(2/-Уо)-е(а^-^о)[^ 



то, для р^шев1я поставленной задачи, надо найти так1я зна- 
четя воординатъ гг, ^ и ^, при воторыхъ корень правой части 
последней формулы им']^лъ бы наименьшее значен1е или, что 
все равно, прикоторыхъ им^ла бы наименьшее значенхе фунвщя 

Р (х, у, г) = \х;^ Я {г -,^)-В{у- у,))^+ 

^\,'^Р(у-у^)-Я(х-х,)]'^ 

Поступая по общимъ правиламъ дифференщальнаго исчис- 
лен1я, мы будемъ им-бть 



дх 



2 I ?/о'+ В {х- X,) -Р{,- ^,)) Я - 
-^[^•+Р(у-у,)-д{х-х,)]Я=0 

щ=2[^:+р{у-у,:)-^я{х-^х,;)]р- 

-2[х^+Я{г-^,)-Е{у-у,)]Е = ^ 






2|< + ^(^-^о)-^г(у-Уо))«- 

-2\у^^В{х-х,)-Р{г~^,)]Р:^(), 

откуда видимъ, что значешя координатъ, дающ1я разсматри- 
ваемой фунвщи наименьшее или наибольшее значеше, должны 
удовлетворять уравнешямъ 

Xо'+^(е- ер) - Д {у — уо) _ Уо' + В{Х'-Хр)—Р{г-' ^ _ 

р -" Я ~ ~ 

_ го' + Р{у- уо) -д{Х''Хо) С65") 
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а тавъ ваЕъ, для этнхъ значешй координать, 

^=2Р» + 27г' 

дхду — ^^^, 92/ а^ — - ^^> а^ асе "" ^^^ ' 

а^ сл-Ьдовательно^ 
^'1"= 2\{Рау — ^аxу+ {ЯсЬ — ВауУ-^ {Вйх — рагу\. 

и значить 

то для точекъ, лежащихъ на прямой, опред']&ляемой уравне* 
Н1амн (65), разсматриваемая нами функщя будетъ им'Ьть наи- 
меньшее значен1е и, сл']&довательно, эти точки будутъ обладать 
наишеньшими скоростями, по отношешю къ остальнымъ точ- 
какъ твердаго т*ла. 

Разсматривая выражешя, стоящ1я въ числителяхъ уравненШ 
(65), мы видимъ,- что он^ представляютъ изъ себя проекщи 
на оси Боординатъ скоростей точекъ, лежащихъ на прямой, 
выражаемой этими уравнен1ями, и, такимъ образомъ, прихо- 
динъ къ заключеню, что точки твердаго т^ла, обладаюпця 
въ данный моментъ времени наименьшими скоростями, рас- 
положены на прямой, параллельной его угловой скорости въ 
дтотъ моментъ времени, при чемъ скорости разсматриваемыхъ 
точекъ сами направлены вдоль этой прямой. 

На основаши вышеизложеннаго, мы приходимъ къ заклю- 
чеиш^ что, при движен1и твердаго тЪла, въ каждый моментъ 
времени, въ немъ существ уетъ н']^которая прямая, всЬ точки 
которой обладаютъ скоростями, совпадающими съ ней по на- 
правлен1ю; скорости же всЬхъ остальныхъ точекъ твердаго 
тЬла суть геометричесшя суммы скоростей точекъ упомянутой 
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прямой и вращательныхъ скоростей около нея, равныхъ 
моментамъ, относительно разсматриваемыхъ точекъ, угловой 
скорости даннаго твердаго т-Ьла въ соотв4тствующ1й моментъ 
времени. 

Такимъ образомъ, движеняе твердаго т']&ла^ въ каждый 
данный моментъ времени, можно разсматривать какъ сколь- 
жен1е вдоль оси наименьшихъ скоростей и вм'Ьст^ съ т^мъ 
вращеше около этой оси, или, другими словами, какъ винтовое 
движен1е около оси наименьшихъ скоростей. 

На этомъ основан1и прямую, точки которой, при движеп1и 
твердаго т^ла, обладаютъ въ данный моментъ времени наи- 
меньшими скоростями, будемъ называть мгновенною осью 
скольжен1я и вращен1я или мгновенною винтовою осью, а 
скорости точекъ этой прямой скоростями скольжен1Я. 

Если мы положимъ, что прямая О^Т (черТя 66) есть 




Черт. 66. 

мгновенная винтовая ось твердаго т'^^ла /З', въ н']^который 
моментъ времени ^, и назовемъ скорость скольжен1я этого 
т^ла, въ разсматриваемый моментъ времени, черезъ 
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ТО скорость какой-нибудь его точки В будетъ 

при чемъ 

IV = Мв (<о) = ГО), 
(О 

есть угловая скорость разсматриваемаго твердаго т-бла въ дан- 
ный моментъ времени, а 

г . 
разстояше точки В отъ оси 0^. 
Им'&1 въ виду, что 

ны можемъ написать, что 

Изъ изложеннаго видно: 1) что скорости всЬхъ точекъ 
твердаго т^ла, расположенныхъ на поверхности кругового 
цилиндра, описаннаго около мгновенной винтовой оси, равны 
между собой по величин']^; скорости же точекъ одной и той 
же производящей этого цилиндра, кром']^ того, и одинаково напра- 
влены, т. е. равны между собой геометрически (черт. 67). 

2) Ц'&мъ точка дальше расположена отъ мгновенной винтовой 
оси, гЬмъ скорость ея больше и образуетъ больш1Й уголъ 
съ направлешемъ упомянутой оси. 

и 3) Бъ каждый моментъ времени, проекщи скоростей 
вс^хъ точекъ твердаго т^ла на направлен1е мгновенной вин- 
товой оси равны между собой. 

60. Уравнешя (65) мгновенной винтовой оси, выведенныя 
въ предыдущемъ §, можно преобразовать, приведя ихъ къ 
обычной форм']^ уравнен1й прямой подъ видомъ пропорщи. 
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Равснатриваа равенство двухъ посл{1днихъ отношевШ 
уравнен1й (65), мы будекъ ик^ть 



или 



^г,^-ву,^-\-р\р(x-x^-\-^(у-у^+ 




Черт. 67. 
откуда, принимая во внимаше, что 

^«_I-д^-I-^^» = «,^, 

найдемъ 

Х — Хо— ^- (Фо'— -ЙУо') = 

и точно также получимъ 

У — Уо—^ (-Ка;»' — ^'•^о') = 
= --^^{Р(х-х,)-\-д{у-Уо)-\-В{^-^о)] 

^-^о-^(РУо-Ях»') = 
= ^{Р(х-х,)Ц-Я(у-Уо) + В(г~г^1- 
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Сравнивая между собой полученння равенства, найденъ 
уравнен1я мгновенной винтовой оси подъ видомъ 

х—а у—Ь е—с 



гдЬ 



Я 



и 






.(66) 



Уравнен1л мгновенной винтовой оси, относительно коор- 
динатной системы, неизм^^нно связанной съ твердымъ т'1ломъ, 
будетъ 



; — а 



1-Р _ С-т 



гд-Ь 



а. Р, Т 



суть координаты, относительно этой системы, той точки, коор- 
динаты которой, относительно системы 



суть 



охуг, 

а, Ъ, с 



и, сл'Ьдовательно, мы можемъ написать, что 

а = (а — а;о)а, + (6 — Уо)а., + (с — ^о)«з 
^3 = (а — ж,)6, + (6 — 2^о)*2 + (с — ^о)*з 
у = (а — х^) с, + (* — Уо) ^2 + (с — -о) ^'35 
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принимая же во внинан1е равенства (66), мы буденъ им^ть 

^ ^ ([(рл.+г&2+^0^— (^р«з+^*з+^^з)у„']а,+ 
^- [ (ра., Н- ^Ъ, + ГС;) X,; —{уа,+ дЬ,+ гс,) г^ ] а, + 



вли 



« = ^ {^/(^<^'. +Уо'^2+<С:,; — г «6^ + у;*2+ ^>з)} 



И, следовательно, 

Точно также мы найдсмъ, что 

[^ ■ -^ !^ {^^^\> ^он (у;„ Е) — ро^ Сон (/•,, ^)1 



1 и. 



^Л. 



т - V }г^''и<^'0'^'С^оД) — (/'\)<^'^''^'К,2; } 



(67) 



ПримЪръ 22. Иоложимъ, что им^емъ систему трехъ не- 
изменно связанныхъ между собой стержней 02^ ООх и 0^2 
(черт. 68), изъ коихъ два 02 и 0^2^ не будучи параллельными 
между собой, перпендикулярны къ третьему 00 ^. Положимъ, 
что эта система равномерно вращается около оси стержня 
02 и что на стержень О, ^^^ надето твердое гЬло уЗ', вращающееся, 
въ свою очередь, равномерно около оси этого стержня. 

Требуется определить уравненхе мгновенной винтовой оси 
и величину скорости скольжеп1я, движу щагося указаннымъ 
образомъ, тела Я. 
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Примемъ за начало неподвижной координатной системы 
точку О и нанравимъ ось 02 по оси стержня, около кото- 
раго происходить вращенхе всей системы; точку Ог примемъ 
за начало координатной системы, неизм'^^нно свлзанной съ 
разсматриваемымъ твердымъ т:6ломъ, при чемъ направимъ 
ось ОгЕ по оси вращен1я этого тЬла, а ось 0,Е вовьмемъ 
такъ, чтобы она совпадала съ направлен1емъ оси ОХ, когда 
точка О, находится на этой оси. 




Черт. 68. 

Въ такомъ случа-Ь, если мы назовемъ угловую скорость 
равном'Ьрнаго вращен1я всей системы около оси 02! черезъ 



а угловую скорость вращенхя твердаго т-Ьла около его оси 
черезъ 

• е.. 



длину отрезка 00^ черезъ 



Р^ 



а уголъ между осями 02 и 0^2 черезъ 

о. 
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ТО движете нашего твердаго т&[а опред1}литса координатами 
точки О1, относительно системы 

которыя въ функщяхъ отъ времени выразятся формулами 
^г„ = р (7о5 е^, Уо = р 8т й, -г^ = О 

и Эйлеровыми углами, которые указаны на чертеж']^ и ко- 
торые, въ зависимости отъ времени, выразятся формулами 

Въ разсматриваемомъ нами случа']^ мы будемъ им']Бть 
проекцш угловой скорости на оси системы 

О, Е Г^ 

подъ видомъ 

у =:^ е8^пе^^ 8^п'^^ 

г = гСоб-о + г,, 

проекщи угловой скорости на оси системы 

0ХГ2 

будутъ 

Р^г^8гп^8гп^ 

^^=^ — г^ Со8 г1 8ш о 

и угловая скорость определится равенствомъ 

0,2 ^г-Ч-г^2 + 2зг^ СозЬ 



0\д\{\7.е6 Ьу 



Соо§1е 



— 205 — 

Координаты точки, черезъ которую пр4)ходитъ мгновенная 
винтовая ось, на основаши форнулъ (66), будутъ 

__ ГУ ± (^1 Со8 О Ч- е) р е С08 е^ ре^ Со8 е^ (е^ -\- е Со8 о) 

1 О- ^ (ед Сое О + е) р е ^8'|П е* ^г^8гпи(г1 + €Со8Ь) 
О := О ОШ5Г о = -7, 

г О)-' О)- 

— ^1 >^^^ ^^ >^^^ ^ ' Р ^ Со8 гЬ — 61 Со8 е* 8гп 5 . р е л9ш е* 

С — ^1^^^ — — О, 

Следовательно, уравнен1я мгновенной винтовой оси будутъ 
лм^ть видъ 

^—^Со8гЬ{гу^ +гС08Ь) у — Щ. ^ш й {г^ -\- г СобЬ) 



61 8гп 6* 8гп Ь — е^ Со8 е* 8т Ь ^-[-^1 Сов Ь 

Скоростью скольжен1я будетъ скорость какой-нибудь точки 
мгновенной ввнтовой оси, а сд'бдовательно и скорость точки 
съ координатами 

а, Ь- с. 

Им4я это въ виду, на основаши форму лъ (64), мы будемъ 
ии^ть 

ргв1^8гпе^8гп^о 

~ 0)2 

V, Со8 {V^, У) = ре С08 г1 - {г, Сов о + г) (^^^^ + ;) р^ Со.е^ _ 

_ ^гг^^Со&г г8гпП 

V^ Со8 (г;^, 2) = — г^8гп г1 8гп о ^;;2-^ (- 

+ /1 4. О- > и^008Ь-{-г)игС08г1 
г, Со8г1 8гп о ^^^^ — -^.г- = 

О- >е, Оово + е ^. ^ б1Со«6 + е 

= — г,8гпо^—^, ^г=—ргг,8гпЬ - ~,- 
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и, следовательно, цолучвмъ, что 



*•, 



= ^^ 8т Ьу/'г, ^8гпЧ1 8т' о + е, ' СоаЫ 8т' о+Се, Со8 Ь-\-еУ= 

==^^8гпЬ 

О) 

И ЧТО 

С08(г,,Х)г^ 5—;;; 

Такимъ образомъ, мы будеиъ знать скорость СБОльженха 
каБъ ПО величин'6, такъ и по направлешю. 
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Глава VI. 

Объ аксоидахъ винтовыхъ осей. 

61. Геометрическое м4сто мгновенныхъ винтовыхъ осей 
въ твердомъ т^л'Ь мы будемъ называть подвижнымъ аксоидомъ 
винтовыхъ осей, а геометрическое м*сто мгновенныхъ вин- 
товыхъ осей въ пространств* — неподвижнымъ аксоидомъ 
винтовыхъ осей. Оба эти аксоида суть, следовательно, линей- 
чатыя поверхности; которыя, при движенхи твердаго тФла, 
въ каждый моментъ времени, им^ютъ общую производящую, 
являющуюся мгновенной винтовой осью разсматриваемаго 
твердаго т'Ьла въ данный моментъ времени. 

Теорема. При движеши твердаго тгьла, подвижный и не- 
подвижный аксоиды винтовыхъ осей^ въ каоюдой точкть общей 
ихъ производящей^ въ данный' моментъ времени^ имгьютъ общую 
касательную плоскость, или^ другими словами, касаются 
другъ друга вдоль всей ихъ общей производящей въ каждый 
моментъ времени. 

Для доказательства предложенной теоремы, возьмемъ 
какую-нибудь точку М (черт. 69) твердаго тЬла, лежащую, 
въ некоторый моментъ времени, на общей производящей ^ 
подвижнаго и неподвижнаго аксоидовъ /5 и 5, разсматривае- 
маго Т'Ьла и назовемъ абсолютную, относительную и пере- 
носную скорости этой точки соответственно черезъ 

^а, ^>, «^е. 

Въ такомъ случае мы будемъ им^ть, что 

Vа=^V^'^Vе (68) 
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Абсолютная скорость точки М лежитъ въ плоскости ка- 
сательной къ ненодвижному аксоиду въ этой точк*, ея пе- 
реносная скорость, какъ скорость точки твердаго т4ла, на- 
правлена вдоль мгновенной оси, а потому плоскость, содер- 
жащая на себ']^ векторы 

Vа и Vе 




Черт. 69. 

есть касательная плоскость въ точк'Ь М къ неподвижному 
аксоиду; съ другой стороны относительная скорость этой точки 
лежитъ къ плоскости касательной къ подвижному аксоиду, а 
потому плоскость, содержащая на себ* векторы 

V^ и Се , 

есть касательная плоскость въ точк* Жкъ подвижному аксоиду ^ 
(68), а такъ какъ всЬ три вектора 

Vа^ ^г и Vе . 

ДОЛЖНЫ лежать въ одной и той же плоскости, то мы при- 
ходимъ къ заключенхю, что оба аксоида въ точк* М им-Ьютъ 
общую касательную плоскость, что и докавываетъ предложен- 
ную теорему, ибо точка М есть произвольная точка общей 
производящей аксоидовъ въ н-Ькоторый моментъ времени. 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



— 209 — 

Сл%дбТВ1е. При движенги твердаго тгиа^ ею подвиоюной 
аксоидъ винтовыхъ осей катится по неподвиоюному^ скользя 
вдоль им общей производящей. 

62. Чтобы подробнее выяснить свойства аксоидовъ винто- 
выхъ осей, которые, какъ мы виднмъ, принадлежать къ 
классу линейчатыхъ поверхностей, остановимся несколько на 
общихъ свойствахъ посл4днихъ. 

Положимъ, что мы им4емъ н-Ькоторую кривую С (черт. 70) 
въ пространств-Ь, заданную, относительно прямоугольной си- 




стемы координатныхъ осей, посредствомъ задашя координатъ 
ея перем']^нной точки въ функщи отъ одного параметра 

и. 

уравнен1ями 

Положимъ зат^мъ, что н']^которая прямая движется въ 
пространств'! такъ, что постоянно пересЬкаетъ кривую С, 
при чемъ косинусы [угловъ, образуемыхъ этой прямой съ 
осями координатъ, 

X, |Х, V 

14 
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суть п']&которыя функщи того же параметра 

и. 

Въ таконъ случать каждой точк*]^ кривой С будетъ отв'6- 
чать вполн*! опред'Ьленное положеше разсматриваемоЁ нами 
прямой, которая, въ своемъ движен1и въ пространств*, обра- 
зу етъ н-Ькоторую линейчатую поверхность. 

Прямую, движен1емъ которой образуется данная линей- 
чатая новерхность, мы будемъ называть образующей или 
производящей этой поверхности, а кривую, черезъ точки ко- 
торой проходитъ производящая, при ея движен1и, будемъ на- 
зывать направляющей кривой для разсматриваемой поверх- 
ности. 

Принимая во внимаше, что уравнен1е образующей линей- 
чатой поверхности, при вышеприведениыхъ данныхъ, можетъ 
быть представлено подъ видомъ 

^-^^?г^=^-Л (69) 

гд* 

X, Г, 2 

суть координаты перем'бнной точки этой прямой, и обозначая 
общую величину отношений пропорщи (69) черезъ 



т. е. полагая, что 

мы видимъ, что каждому значешю V отв-Ьчаетъ определен- 
ная точка на образующей линейчатой поверхности, и такимъ 
образомъ приходимъ къ заключея1ю, что координаты точки 
линейчатой поверхности могутъ быть выражены равенствами 
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и лвляются, следовательно, функщями двухъ параметровъ 



и и V. 



Переходя къ разсмотр4е1ю н'Ькоторыхъ свойствъ линей- 
чатыхъ поверхностей, начнемъ съ разсмотренхя ихъ каса- 
тельныхъ плоскостей, въ зависимости отъ свойствъ воторыхъ, 
разсматриваемыя иоверхности, вакъ мы увидимъ ни»е, де- 
лятся на два, р-Ьзко различающтеся другъ отъ друга, класса. 

63. Им-Ья въ виду выражешя координатъ точекъ линей- 
чатой поверхности, мы можемъ представить уравнен1е ея ка- 
сательной плоскости въ некоторой точк-Ь подъ видомъ ^) 

Х~ 5 — 1г] Г— г^ — [1У;; X— : — >.^ 



X 



1^ 



^) Зам^тимъ, что , если координаты точекъ поверхности заданы, въ 
функц1яхъ отъ двухъ параметровъ, уравнен1ями 

х = ^1 (щ V)] у = ъ {Щ &у ^ ~ Ъ («*1 ^0, (70) 

то уравнен1е касательной къ ней плоскости въ некоторой точк']^ можетъ 
<5ыть представлено подъ видомъ 

А{Х-х) + В(У-'у)+С{2^--^) = 0, (71) 

гд*! коэффиц1енты 



связаны уравнев1ями 



А, Д С 

ди ди ' дк 



9^1 

ди 



А-^^'.+В^^' + С 
дг ' дс 



гг _ 



дг 



О 



(72) 



ибо, при постоянномъ V, ур— 1я (70) представляютъ кривую, начерченную 
на разсматриваемой поверхности, уравнен1е касательной къ которой будетъ 

ИТА'^ТЪ видъ 

Х-^х__У-у __2- ^ ^ 

д^1 скрз д^2 

дн ди дн 

а такъ какъ эта касательная должна быть перпендикулярна къ параметру 
плоскости, определяемой уравнен1емъ (71), то мы и получимъ первое изъ 
услов1й (72). Второе изъ этихъ услов1Й есть условхе перпендикулярности 

14* 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



212 — 



ЕЛИ 



Х-5 ; Г-у] ; 7.-^ 



^ 



^ О . . (73) 



или же иодъ видомъ 



Р + ^<? = 0, 



(74) 



гд'Ь 



Х-% ; Г- 7); 2Г-С 
X : и, : V 



и^ = 



Х-$; Г-У]; 2Г-С 



; 1^ 
; 1^ 



Теорежа. Жасательная плоскость къ линейчатой поверх- 
ности, въ ея нлкоторой точкп,, содерокитъ на себть всю про- 
изводящую, проходящую черезъ эту точку. 

Въ саконъ д^л'Ё, уравнен1е касательной плоскости къ ли- 
нейчатой поверхности подъ видомъ (73) удовлетворяется ко- 
ординатами 

^, ^, С 

ТОЧКИ пересЬчешя производящей, на которой лежать точка ка- 
сашя, съ направляющей кривой для разсматриваемой по- 
верхности; сл'Ьдовательно, въ касательной плоскости, кром-Ь 



параметра плоскости (71) къ касатедьЕОЙ къ кривой, опред']&лдемой урав- 
нев1Я1ги (70), при постоянномъ и. 



Исключая же 



А В, С 



изъ уравнен1й (71) и (72), мы получимъ уравнен1е касательной плоскости 
къ разсматриваемой нами поверхности подъ видомъ 



ди ' 






2-г 



ди 

дъ 
дV 
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ТОЧКИ касан1я^ лежитъ еще одна точка образующей, проходя- 
щей черезъ точву касан1Я, а стало быть и вся эта образующая. 
Разсматривая уравненхе касательной плоскости подъ ви- 
домъ (74), мы видимъ, что оно, вообще говоря, изменяется съ 
изм'Ьнешемъ параметра 



и, следовательно, по м^р* перемещен1я точки касан1я вдоль 
одной и той же производящей линейчатой поверхности, ка- 
рательная плоскость вращается около этой производящей. 

Теорема. Для того^ чтобы во встьхъ точкахъ одной и той 
же производящей линейчатая поверхность имгьла общую 
касательную плоскость, необходимо и достаточно^ чтобы 
опредтьлитель 



П = 



Л' 



г' Г' 



X', [X', V' 
X, [1, V 

равнялся нулю. 

Въ самомъ д^ле, чтобы касательная плоскость не изме- 
нялась, съ изменен1емъ параметра ^, необходимо и доста- 
точно, чтобы уравненхе разсматриваемой плоскости 

Р + ^в=: О 

не содержало этого параметра, т. е. чтобы одновременно 
йм^ли место уравнешя 

О и 



X 

л 



?, ^ 

. V 






а следовательно, и уравненхе 



Х,[1 ,V 

что и доказываетъ предложенную теорему. 



X' 
X 



= 0, 



. Р- 
. [^ 



О, 
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64. Линейчатую поверхность, касательная плоскость къ. 
которой изм'Ьняется^ при перем'Ьщен1п ея точки касашя вдоль 
одной и той же производящей, будемъ называть КОСОй^ а ли- 
нейчатую поверхность, нм'Ьющую общую касательную плос- 
кость во всЬхъ точкахъ одной и той же производящей, будемъ 
называть развертывающейся. 

Теореиа. Всгь образующгя развертывающейся линейчатой 
поверхности касаются одной и той же кргмой^ лежащей на 
этой поверхности. 

Въ самомъ ж^лЬ, если линейчатая поверхность, общ1л 
уравнен1я образующихъ которой суть 

''7'=^Т = '-7^, ■ • ■ ■ (75) 
гд* 

$, 7], :, X, [Л И V 

суть функц1и н'Ёкотораго параметра 

и, 

развертывающаяся, то, по предыдущей теорем'Ь, 

= 



с У-' Г' I 



А, |1, V 

и, сл'бдовательно, 
или 

Полагая въ полученномъ уравненш, что 

^Л'V — V {А 
•г/ у ' — ^ '[).' 
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гд-Ь V и р суть тоже функщи параметра щ мы получи мъ, что 

7)'^/ — Ср-' = р (^'[Х — [^^'V), 

откуда будемъ им-Ьтб 

с = ^^^^ — ^ ^Н- — - — = — г'^ + Р'> 

И, следовательно, получимъ систему трехъ уравнешй 

г/+1^'^ — р|х=^0 [, 
которая можетъ быть представлена подъ видомъ 

~ Т — ~ ]). — 7~ ~ 
ИЛИ 

)ч [Л V 

ИЛИ же 

X |Л V 

Полученная пропорц1я показываетъ, что прямыя, им-Ьющтя 
общ1я уравнешя вида 

X а V > 

суть касательныя къ некоторой кривой, координаты точекъ 
которой суть 

^ = С -|- ^/^ 
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И для которой V есть фунвцщ параметра и, а такъ какъ 
уравнетя (75) могутъ быть приведены къ виду 

X — $ — А^ У — '1 — [^V ^ — с — ^г? 

ТО мы и приходимъ въ завлюченш, что всё образуюпця 
линейчатой поверхности въ разсматриваемомъ случа*]^, т. е. 
вогда она развертывающаяся, васаются одной и той же 
вривой, лежащей на этой поверхности, и, сл']&довательно, пред- 
ложенная теорема доказана. 

Теорема, (обратная). Если есть образующгя линейчатой 
поверхности касаются одной и той же кривой^ то раз- 
сматриваемая поверттость развертывающаяся. 

Въ самомъ д'Ьл']^, положимъ, что на данной линейчатой 
поверхности существуетъ такая кривая, касательныя къ которой 
суть производящ1я этой поверхности. Полагая, что, для точекъ 
этой кривой, параметры и и^ V связаны уравненхемъ 

г; = 9 {и), 
мы видимъ, что координаты 

точекъ линейчатой поверхности, лежащихъ на этой кривой, 
будутъ функц1ями лишь одного независимаго параметра, а 
потому уравнен1я касательной къ разсматриваемой кривой 
могутъ быть представлены подъ видомъ 

Х-х _ _Г-2/ ^ ^-г 

а такъ какъ, по нашему предположешю, эта касательная 
является одной изъ производящихъ линейчатой поверхности, 
общ1л уравнен]я которыхъ, какъ мы вид'Ёли, суть 
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то должна им^ть жЬсто пропорщя 

X . |Л V 

ИЛИ пропорщя 

X ^х ^; ' • • 

а следовательно, и уравнен1я 

5' + Х'г; — рл=0 ^ 
^^'-\-^^'V — р[1 — О 



(76) 



(77) 



$', 


V, 


Г' 


>^', 


1^'. 


V' 


>^, 


^*. 


V 



гд* подъ р мы разум-Ьемь общую величину отношенШ про- 
порцш (76). 

Разсматривая уравнешя (77), мы видимъ, что 



= 0, 



а такъ какъ равенство нулю этого определителя, по выше- 
изложенному, есть признакъ того, что разсматриваемая нами 
линейчатая поверхность развертывающаяся, то мы видимъ, 
что поверхность будетъ таковой, когда всЬ ея производящ1я 
касаются одной и той же кривой, и, следовательно, наша 
теорема доказана. 

Ту кривую, которой касаются вс* образующ1я разверты- 
вающейся линейчатой поверхности, будемъ называть ея 
ребромъ возврата. 

65. Теореиа. Всякая развертывающаяся линейчатая 
поверхность можетъ быть безь складокъ и разрывовъ развер- 
нута на плоскость. 

Для того, чтобы доказать эту теорему, покажемъ, что 
любой линейный элементъ, построенный при какой-нибудь 
точк* развертывающейся линейчатой поверхности, плоскШ. 
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Положимъ, что мы вж^еиъ н']§которую развертывающуюся 
линейчатую поверхность, для которой кривая С (черт. 71) 
служить ребромъ возврата и возьмемъ какую-нибудь точку Ж 
разематриваемой поверхности, лежащую на производящей МР 
въ разстоян1и V отъ ея точки касашя Р къ ребру возврата. 
Называя координаты точки Р черезъ 

5 т ^ ' 




И иж^а въ виду, что уравнеше образующей линейчатой 
поверхности, въ разсматриваемомъ нами случае, можетъ быть 
представлено подъ видомъ 

5' 7]' с 

такъ какъ эта поверхность развертывающаяся, мы можемъ 
представить координаты точки М подъ видомъ 

7/ = У] + ГУ)' 



Принимая дал']&е за независимый параметръ, функщями 
котораго являются координаты точекъ ребра возврата, длину 
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его дуги, отсчитываемую отъ его некоторой точки О, и 
называя этотъ параметръ черезъ 

мы иожеиъ написать выражеше для квадрата н']&вотораго 
■швейнаго элемента, ностроеннаго при точк^ Ж на разсмат- 
риваемой нами линейчатой поверхности, подъ видомъ 

аз^ = <гл;^ -)_ ф» + иг'- = 

= ((с' + г;$")' + (V + '-^'У^ + (С'+ гС")') г7а-^+ 
+ 21($' + г$")$'4-(^ + ''>)")-^Ч-(СЧ-<")С)^ао(г + 

+ (Е- + ^'^Н-С")<'-'--^ 
Принимая же во вниманхе, что 

$'^ + 7)'' + С'^= 1 
и ^то следовательно 

обовв:ачая кривизну ребра возврата черезъ 

к 

^ ви4я въ виду, что въ такомъ случа* 

мы будемъ им-ЬтБ, что 

(Ы' = (1 + г'к') с1о' + 2йа с^г; + (^V'\ 

х^ричемъ к есть н'Ькоторая функщя отъ а, т. е. 

А; = 9 (а). 

Разсматривая полученное выражеше, мы видимъ, что, 
^Н5ли мы возьмемъ дв* поверхности, для которыхъ кривизны 
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реберъ возврата выражаются одной и той же функщей отъ 
длинъ ихъ дугъ, то линейные элементы, построенные при 
соотв^тственныхъ точкахъ (при одинаковыхъ V) разсматри- 
ваемыхъ поверхностей, совпадутъ между собой, при наложе- 
нш. ИжЬя въ виду дал'Ье^ что мы всегда можемъ взлть на 
плоскости кривую^ для которой 

гд'Ё 9 есть данная функц1я, и что линейчатая поверхность, 
для которой эта кривая будетъ служвть ребромъ возврата, 
будетъ плоскостью, а следовательно, будетъ им-бть плоскими 
и вс^ линейные элементы, построенные при ел любой точк*]^, 
мы приходимъ къ заключешю, что линейный элементъ 

ск 

разсматриваемой нами поверхности можетъ быть совм^щенъ 
съ плоскимъ элементомъ, а следовательно, и самъ плоск1й, и 
значитъ, предложенная теорема доказана. 

Только что доказанвая теорема выяснлетъ смыслъ назва- 
Н1я развертывающихся линейчатыхъ поверхностей. 

66. Центральной точкой данной образующей линейчатой 
поверхности мы будемъ называть пред'Ьльное положеше точки 
встречи съ этой образующей общаго перпендикуляра въ ней 
и, къ безконечно близкой къ ней, соскдней образующей. 

Положимъ, что мы им^Ьемъ дв4 образующ1Я О я О^ не- 
которой линейчатой поверхности (черт. 72), изъкоихъ первая 
проходитъ черезъ точку Р направляющей кривой С этой по- 
верхности и им^етъ уравнен1я 

X (Л V 

а вторая черезъ точку Р^ и им-Ьотъ уравнен1я 

К [Н ^1 

Положимъ зат^мъ, что точк-Ь Р отв-Ьчаотъ некоторое 
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значен1е и, перен1^ннаго параметра, отъ котораго зависятъ 
величины 

с, 7), С, >^, (X и V, 

а точк* Р^ значеше 
этого параметра, такъ что 




Черт. 72. 

Положимъ, что общШ перпендикуляръ бъ разсматриваемымъ 
образующимъ есть ^^^ и назовемъ его точки встр']&чи съ 
этими образующими соответственно черезъ Вт Ву Предельное 
положен1е точки -й, когда Д» будетъ стремиться къ нулю и 
дастъ намъ центральную точку а> образующей О. 

Такимъ образомъ, чтобы найти положен1е центральной 
точки образующей бг, намъ надо вычислить длину отрезка 

V=VВ 

и найти ея пред^лъ, когда Аг^ стремится къ нулю. 

Намъ известно, что общ1й перпендикуляръ къ двумъ 
прямымъ определяется какъ дин1я пересЬчен1я двухъ плоско- 
стей, при чемъ первая плоскость проходитъ черезъ первую 
изъ данныхъ прямыхъ и параллельна второй, а вторая плос- 
кость перпендикулярна къ первой плоскости и проходитъ 
черезъ вторую изъ данныхъ прямыхъ. 
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Уравнев1е плоскости, проходящей черевъ пряную О и па- 
раллельной прямой О^, будетъ 



х~г:т-г„ X- 






О, 



уравнев1е же плоскости, перпендикулярной къ этой плоскости 
и проходящей черевъ прямую (т,, будетъ 

^, , ^1 • ^^ ' -= 0. 

Точка а найдется какъ точка встречи последней плоскости 
еъ прямой 6^, а такъ какъ координаты перем'1Ьнной точки 
этой посл4дв1й суть 

то значен1е параметра «;, отв4чающаго точк4 -й, опред4литсл 
взъ уравнешя 

; — ;, + Хл. г, — г,, + 11/-, : — :,+7г 



'Ч , 1^1 



(Л7, {Х,^ , V/ч, V,X , /ч1А, Х,[1 

или изъ уравнения 



= 



^/ — ^п > 



Г г 



+ 



{IV, 1*1'', "'^1 '',Х г Х1^^| Х|}'' 

X , а , V 



г I X, , [А, . V, 



=^-0. 
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откуда^ подставляя вм']^сто 



•1? Ч\ 



^1? -ер ^11 1^1, '^1 



ихъ вначешя, на основаши равенствъ (78), развертывая 
займъ второй изъ определителей этого уравнешя по эле- 
ментамъ его посл']&дней строки и д&гя полученное уравнеше на 

будемъ им4ть 



+ 



, I/ ДV Дул2 / д). ДV^2 , Л •^!^' Д>Л^! А 

-^ц[^'1. - ^^ д.) +С^д.. -^^ д.)+('^ д. -1^ д.; I = О 

Н; следовательно, переходя къ пред^ланъ, подводл 
къ нулю, найдемъ, что 



дс- 

Дм 


• 




Дг, 
Д// 


) 




д: 

Д// 


X -}- дх 


1 




(. + Л|л 


» 




V -|- ДV 


Д7 

1^ д,, - ^ 


Д|л 

д«' 


V 




Д^ 

д./' 


л 


Д(х Дл 

\ы. ~~ 1^ Д/7 



Ит г = 



' 1 


V, 


С 


)^, 


1^1 


V 


А, 


1<, 


С 



^2_; _в»Л-С-' 



гд4 



^. = р' — V|^.' 
Б = >^Х' — Ь ' 



(78 Ы8) 



ИмФя 



въ виду, что 



А, {1, V ■ = 

I ! 

= 5' (1хС — VБ) + г; (:»А — Х(7) + :' (кВ— 1x4) = 
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такъ какъ 



и 

МЫ окончательно получимъ, что 

ЫШЪ ^2\^2\(П • . • • (•"/ 

Геометрическое м4сто центральныхъ точекъ образующихъ 
линейчатой поверхности мы будемъ называть ея ЛИН1ей сужеш'я. 

Теорема. Лишя суженгя развертывающейся линейчатой 
поверхности есть ея ребро возврата, 

Въ самомъ д^л']^, принявъ ребро возврата развертывающейся 
линейчатой поверхности за ея направляющую, мы будемъ 
нм!бть 

$; _ V __ 5' 

а такъ какъ вообще 

XX' + I^^1x'^-V>/=0, 

то, для разсматриваемаго случая, 

и, сл']&довательно, 

Ит V = 0, 

что и доказываегъ предложенную теорему. 

67. Пред-Ьлъ отношен1я кратчайшаго разстояйя между 
двумя безконечно близкими производящими линейчатой по- 
верхности къ углу между ними будемъ называть параметромъ 
распредЪлен1я данной поверхности. 

Обозначая кратчайшее разстоян1е между производящими 
Сг и Сгх линейчатой поверхности черезъ 
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и шгкк въ виду, что это разстояше есть разстоянге между 
какой-нибудь точкой прямой Ог и плоскостью, параллельной 
этой пряной и проходящей черезъ прямую 6г, мы будемъ 
им4ть, что 






Съ другой стороны, обозначая уголъ между разсматри- 
ваемыми производящими черезъ 

и принимая во вниман1е9 что 

МЫ будемъ им-Ёть 

8гп 9 = т/1 - (>^Х, + р.^ + V"V^^ = 

Такимъ образомъ получимъ, что 

X , |Х , V 



откуда, обозначая параметръ распред'Ьлетя разематриваемой 
поверхности черезъ 



найдемъ, что 



г. 2= Нт — — Ит 7=7^ 



Ыш 



X , ;л , V 



15 
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отжуда, д&м числителя и 8наменате.1я последней дроби на 
и переходя къ предЪламъ, подводя 



иъ нулю, получимъ, что 



^2 + >-^(7з' 



ибо 



Ит 



^^Ыт 



?:„Р X — У) ^ — ^ ') 



1 



>М .1^1 > ^ 






Р Р Г— т ^ ^ ) 

X. а, V 



=1ш 





д,, 


АС ; 


5', г/, с 


д>, 
д«' 


л"' 


ДV 1 = 

Д г/ ' 


л', Н1', V' 


X, 


\^у 


V ' 


X, |Х, V 



В 



Теорена. Лараметръ распредп>ленгя развертывающейся 
линейчатой поверхности равтшет^я нулю. 

Доказательство этой теоремы непосредственно внтекаетъ 
И8ъ того, что, для развертывающейся линейчатой поверхности, 
определитель 

7^ = 

68* Бъ зависимости отъ величины параметра распред^- 
леи1я данной косой линейчатой поверхности, можетъ быть 
выражено И8менен1е ея касательной плоскости, при перем^^- 
щети точки касан1я последней вдоль одной и той же обра- 
зующей. 
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' Чтобы СУДИТЬ объ этомъ из]гЬнен1и, найдёмъ тангенеъ 
угла между касательными плоскостями въ н'Ькоторой произ- 
вольной точк'Ь линейчатой поверхности и въ центральной 
точкЪ соотв'Ьтствующей образующей. Полагая^ что разстояше 
некоторой точки М, разсматриваемой поверхности, отъ соот- 
ветствующей центральной точки есть 

Р 
и называя координаты центральной точки черезъ 

Е г ^ 

МЫ можемъ написать уравнен1е касательной плоскости въ 
ТОЧК']^ М подъ видомъ 

А уравнев1е касательной плоскости въ центральной точкФ 

подъ видомъ 

I Х-Е, У-г„ Х-'-, \ 

о, 



X 


-5, 


Г 


-^^ 


%- 


_ г 




$', 




V . 








>' : 




V- г 




V 



И такъ какъ проекщи на оси координатъ параметра первой 
изъ этихъ плоскостей будутъ 



^^'V — с'|л — ^А 



1^ = ^ I 
С'+^'р, $Ч-Х'р 

$Ч-Х'р,г/+,х'р 

а проеБЦ1и на оси координатъ параметра второй изъ нихъ 
будутъ 



= г;'Х — 8^ — оВ 
= Г|х-г)'Х-рС, 



г/^> - О; СХ - 1^; е> - г/Х, 



15* 
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то, обозначая уголъ между равсматриваемыми плосвостякв 
черезъ 

о, 

по изв^^вой ') формуле аналитической геонетр1и, нн буденъ 
ик^ть 

^7=л(у5'-х:')-5(|1;'-^>-г)') 

Р^В(Ц- -|х|')- с (уГ — ХС) 

и 

Преобразуемъ полученную форнулу. Прежде всего за- 
х^тнмъ, что 

К=Л (К' - '>>]■) + В (у$' - ХС')-|- С(Хт).' - !х^') = 

= С' (Ву - С|1)+т)'(а -^у)+:' (^'(х-БХ) = 

= -(Х'Е' + {1Ч+^'С) = 0, (80> 



О Въ курсахъ Аналитической Геометрш уголъ меаьду двумя плоско- 
стями обыкновенпо опред']^ляютъ по его косинусу формулой 



А, В, СяАг, В и С'1 
суть проекщи на оси Еоординать паранетровъ этихъ плоскостей. 
Им^я же въ виду, что вообще 



мы ножемъ написать, что 

/«л в - У'(Л'+В' + С') и,°+ -В.'Ч- СхП - (А Аг + ВВ,+ ОС,)* 
^ АА^ + ВВ^ + СС, " ~"" 

пли, на освовав1№ тождества Лагравжа, что 



,«„«_ V (АВ, -А,В)^+(ВС,-В,С}'+{САг-С,АГ' 
тпди— - АА, + ВВ, + СС, 
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такъ вакъ точка съ координатами 

«сть центральная точка и для вея, следовательно, 

<)пред11ляемое формулой (79)^ равняется нулю. 

Дал{1е, на основанш тождества Лагранжа 

\Л (^5'-ХС') - Б (^'_>т|')]Ч-[5(Хт)'- 1*5') - ОК- ).С')?4- 

+ [С (,лС'- у^) - ^ (Хг/ - ^$')Р = 

= (Л'+ 1^'+ С) 1(,дС'- ^т|')Ч- (^5' - ХС')' Ч- (Хт)' - 1x5')*! - 

- \Л ((1С'- ^т)') + В (V5'- ХС) + С (Хт)'- 1x5')!' = 

_|_(^С'_ХСТ+(Ц'-Н^Ю'1; . . • .(81) 

•еъ другой стороны 

Е=А (^5'- К') -В{<^- 7-г]') ^ 

= V (лЕч- Вч{) - С ( лх -I- 5н^) = ^ (^^Ч- -в^') + с <:'V - 
= V(^$'-|-ВV^-(X') 

а точно также 

^' = В (Хг)'— {4') - С (V$' — ХС) = X (^Е' + 5т]Ч- СС') 
6^ =. С (К' - ут)') - ^ (Хт]'- (4') = }! (ЛЕ'Н- ^'Н- а'), 

-а, следовательно, 

[ А (уГ-ХС) -В{)^- V^]')]'Ч-[В(X^]'- Н^5') - С(уГ- ХС')]*+ 

+ [С ((1С- VТ,') - А (ХТ)'- {15')]' = 

= (Л$' + Бт)Ч-СС')% (82) 

сравнивая между собой формулы (81) и (82), найдемъ, что 

<Н^С-VV)' + (V;'-XС')' + (XV-^^5')^ = -^-1й^^?-^' . (83) 
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и, првникая во внимаяхе равенства (80), (82) и (83), по- 
лучвжъу что 

или, что 

откуда окончательно будемъ ин^ть, что 

ЫоЬ= I (84) 

Эта формула, известная подъ назвашемъ формулы Шаля^ 
показываетъ, какимъ образомъ изм'Ьняется касательная плос- 
кость къ косой линейчатой поверхности, когда ея точка ка- 
сан1Я перем']&щается вдоль одной и той же производящей. 

При 

Р = О, 

мы им'Ьемъ 

о = 0; 

по м^р11 возрасташа р, уголъ О увеличивается и при 

Такимъ образомъ мы видимъ, что, по м^р:Ь перем'&щен1я 
точки касашя вдоль производящей линейчатой поверхности, 
касательная плоскость вращается въ одномъ и томъ же на- 
правлеши около этой производящей. 

Теорема. Линейчатыя поверхности, пм)ьющгя одинаковые 
параметры распредтьленгя, имгьютъ одинаковыя измпмешя 
касашеяьныхъ плоскостей, при одинаковыхъ перемгьгценгнхь 
точекъ касангя вдоль соотвтыпствепныхъ производящих^. 
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69. Принимая во внимате все изложенное относительно 
линейчатыхъ поверхностей, мы можемъ высказать сл']&дующ1я 
теоремы, какъ сл4дств1е теоремы § 61. 

Теорема. Подвижный и неподвиоюный аксоуды еиншоеылъ 
осей должны быть или оба развершывающимтя линейча- 
тыми поверхностями или оба косыми. 

Теорема. Если оба аксоида винтовыхъ осей сушь косыя 
линейчатыя поверхности^ то они должны имгьть одинако- 
вые параметры распредтьленгя^ а цент/ральныя точки ихь 
общихъ образующихъ и касательныя плоскости кг нимъ въ 
эшихъ точкахъ должны совпадать между собой. 

Теорема. Если оба аксоида винтовыхъ осей суть развер- 
тывающгяся линейчатыя поверхности^ то ихъ ребра возврата 
долоюны касаться ихъ общей образующей въ одной и той 
же точкть. 

Прим'Ьръ 23. Вывести уравнешд подвижнаго и непо- 
движнаго аксоидовъ и опред']^лить параметры распред^лешн 
посл'Ьднихъ, для движен1я твердаго т'Ьла, разсмотр^ннаго въ 
прим^р^ 22. 

Для разсматриваемаго нами случая движешя твердаго 
т^ла, проекщи угловой скорости . 

(I) 
на оси координатной системы 

неизм'Ьнно связанной съ твердымъ т:Ьломъ, суть 

р =^ г 8гп 8^ ^ 8гп о 
д = г Со8 г^ 1 8т б 
г = г Со8о -\- г,, 

а проекщи угловой скорости на оси коордиватной системы 
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неподвижной въ пространстве, суть 

^ =г — г, Со8г18гпЬ 
Д= г,Со8Ь-\-г. 

Уравнен1я мгновенной винтовой оси, относительно Еоор- 
дипатной системы 

0ХУ2^ 

суть 



31 С08 5 + е 



(85) 



Чтобы вывести уравнен1Д мгновенной винтовой оси, отно- 
сительно координатной системы 

найдемъ координаты точки, черезъ которую проходитъ эта 
ось, по формуламъ (67) предыдущей главы: 

« = ^- {з'^о ^08 (г^о» ^) — ^^0 Со8 (г;о, Х)| 
? = ^2- {^«^0, Со8 (г;о, Н ) — рV^, Со8 (г^о,^)} 
Т = ^- {^^^о ^0^ (^05 1') — ^^0 (^08 (г;^, 3)1 

Им'Ья въ виду, что въ разсматриваемомъ нами случае 

V^Со8(^V^^уX) =^х^= — рг 8тг( 
V^ Со8 (г;^, Г) = Уо'= ?^ ^^^ ^^ 
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мы булемъ ям'бть, что 

Vо Со8 (г;„, Е ) = а-„'о,+ Уо'а^-\- <«з= Р « '5^»« 8,<(31)8 о 
г;. Сов (V„, Г ) = х^'Ь^-^ у^Ъ^-\- и^'Ъ^— р е Сов г^ЬСоз Ъ 
V^ Сов к, 2) = .т,,' с,Ч- 2^о' «,+ •г'о' Сз= — р е 5ш о 

н такннъ образомъ получимъ, что 

а = — -^^г-\-г^ СовЬ \ Совв^1 

;•(= -^,{г-\-г,СовЬ]8тг,( 

Следовательно, уравнеахя мгновенной винтовой оси, относи- 
тельно координатной системы 

будутъ им'Ьть видъ 

;+-^^-{е + г1 СовЬ\ Созг^Ь ^ — "д- Ь + ^1 ^^^1 ^^'^'^1^ 

8 8%п &^Г8гп Ь ТСозТ^ШпЬ 

г 

Чтобы вывести уравнен1е неподвижнаго авсоида, мы 
должны исключить Ь изъ уравнен1й (85), для того же, чтобы 
найти уравнеше подвижнаго аксоида, надо исключить / изъ 
уравнешй (86). 

Изъ уравнешй (85) мы будемъ им']&ть 

^ = ^?-(^1 + еС^05 0) Со8г{^^г, ^^со8Ь + ^ 

94 г I /-» ^ч о- ^ Со8бЬ8гпЬ 

У = о,^ (^1 + ^ ^^^ ^) ^^^ ^ — ^^1 'г, С08Ь + е ' 

откуда, возвышая въ ввадратъ и складывая иолученныя ра- 
венства, найдемъ 
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а полагая, для краткости письма, что 

И 

61 С08 й + е д^ 

^1 8гпо " 

получимъ, что 

и такимъ образомъ найдемъ уравненхе неподвижнаго авсоида 
подъ видомъ 

откуда видимЪу что неподвижный аксоидъ есть однополый 
гиперболоидъ вращен1я около оси 0^. 

Точно также изъ уравнешй (86) получимъ 

1 (|>- V I I / 11-е С08 О -[- ^1 

откуда будемъ им'Ьть, что 
а принимая во внимаше, что 

= 2 (^ + ^1 (^08 О), 

И полагая, что 

е С0 8 + ^1 /^ 

г8тЬ~~ — ^^' 

получимъ уравнен1е подвижваго аксоида подъ видомъ 

^Ч^ 'I . 
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и тавимъ образонъ найдемъ, что и подвижный аксоидъ есть 
однополый гиперболондъ вращенхя. 

Переходя въ опред^^лешю параметра распред'Ьлен1я 

Т) 



лГ.'"' 



для производящей неподвижнаго аксоида, по форму ламъ 

(78, Ыз), гд4 

л = ^^ 8гп г1 8%п о 

а = ^- Со8 г1 8гп о 

кы будеыъ им^ть 

^. — — ^^ (г + 2, Со8 о) 8гп %1 8гп Ь 

С = "!,' 5т- о 

(О- 

и, сл'бдовательно, 

А'+В'+ С'= ~^~ 8ш^ о I (г + 5, Со8 о)» + г^' 8гп' о| = 



■■''%8гп'о. 



Съ другой стороны 



рее. 



'^/5тг^(5,+ гСо8о); ^^Н'из е/ (е,+ г Сое о); О 



Д = 



."- Со8 гЬ 8гп Ь 



* 8т е{ 8гп Ь 



О 



е 1 ' 

-^8гпг18гпо ; — ^^-Со8г18гпЬ ; ^[е/ЪвВ+е)! 

— 5ш г^, Со8 г^ 



= V ■ (2. <^'о« ^ + ') (^1+ 5 Со8 $) Л« 8 



СозгЬ, 8шг1 



УП^. /- 



- V (5,+ г С-овй) (е + г, Со8 8) 8тЬ. 
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Следовательно, параметра расЕфед'6лен1я неподвижнаго 
аксоида будетъ 

Для подвижнато аксоида мн буденъ им^ть 

А = 2 (е Со8 о + е,) 8%п е, г 8т о • 

В= 3" (еСово+8,) Со$г,18тЬ 

и, сл'ЬдовательнО; 
затбмъ найденъу что 



2)=!^ СоагЛЗгпо • : — -^8гпгЛ8гпЬ 

Ш 1 ^ (О ^ 






о 
о 



I - 8гтЛ8гпЬ : 



Сове/ 5т о ; ^ {еСово-(-е^| 

8гпг^1; Со8г^{ 
Со8г^{\ 8гпг^Ь 



= _ ^^:-{г, СозЬ + г) {гСо8Ь'^г,)8гпЬ. 

Следовательно, параметръ распределен1я подвижнаго 
аксоида будетъ 

откуда, между прочимъ, мы видимъ, что 



X = X, 



какъ и следовало ожидать. 
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Глава VII. 

Ускореше абсолютнаго, относительнаго и пере- 
носнаго движенШ. 

Ускорен1я точекъ твердаго т1ла. 

70. Положимъ, что некоторая точка Ж движется внутри 
твердаго т-Ьла (черт. 73) и что ея относительное* движеше 




Черт. 73. 

и движенхе твердаго т&1а заданы такъ же, какъ въ глав'Ь Д\ 
Назовемъ абсолютную скорость точки М черезъ 

^' 
а ея абсолютное ускоренхе черезъ 

а 

и найдемъ проекщи этого ускорешя на оси координатной 
системы 

неизм'1нно связанной съ твердымъ т^ломъ. 
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По общей формул^Ь, для проевц1й усворен1я на подвижное 
направлен1е, мы будемъ им'Ьть 

а I V С08 (г, Н) } 

а Со8 (а, Н) == ^^ — УФ^ Со8 (г. о)^) 



(I { I; Со8 (г, Г) } 
а Со8 («,!)= ^^ — ^'(Оз Сов (V, (Од) 

а Со8 (а, ^Г) — — — -^^ — «7Шз Со5 (г^, ш^) 



гд* скорости 



«^1, ^2^ «>3 



имФютъ тЬ же значен1я, кавъ и въ глав^^ V. 

Пологая, для краткости письма, что 

гСо8(г,Е) = г^^ 

г С08(1\ 1*)=^^ 
г С08 (V, 2)=^ V^ 

и им^я въ виду, что въ такомъ случае 

^^1 ('08 {V, (О ^ =^ г^ о>,^^ 4- V.^ (О,. = г-.,^ Г — у;. ^ 
го).^ Со8(^^^ Шз) = /2 0)22 + ^'!: ^*^2; =^ ^;^ — ^$ ^ 

мы приведекъ* формулы (87) къ виду 

а Со8 (а, 3) = '^^~ + ^V^ — п\^ 

а Со8 (а, 1*) = ^/- + гг^ — рг> 

г/г;;. 
а Сов (а, ^Г) = ^,; + г;у;^ — ^г. . 



(87) 
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Эти формулы ивв^нн подъ назвашенъ формулъ 
Бура '). 

Принимая во внимаше формулы (46) главы У, выраакающи 
проекщи абсолютной екороети точки Ж на оси координатной 
светемы, неизменно связанной съ твердымъ тбломъ, по ко- 
торому эта точка движется, мы моасемъ первую изъ разематри- 
ваемыхъ формулъ представить подъ видомъ 

+ г(С'~|-аГо'с,+ ^о'с,+ <с^-\-Щ — (/?) — К^Ч- -КЬ.-^- 

или 

а 0)5(0, 5) = С"+ <'«,-!- У»"«з+<'аз+ 

+^«'(«1 '-И1? - ^.ОЧ- 2^о'(«»'-ИзЗ— *2»')+Л.'(взЧ-Сзг— *зО -I- 
+ д'С- г\ ^рщЛ. ^г\ - \ (?^+ г') + 2 (дС - тт^) 

или же, им^ въ виду формулы (49) и (50), подъ видомъ 

+М +^'< - ^ (9'+ ^') + 2 (?С'- ГУ)'); 
разсуждая совершенно такъ же, мы получимъ: 

«Со5(а,Т)=у)"+<'^+?/о"^+<'йп+^'^-УС + [ • (88) 



Тавимъ образомъ, мы им^емъ выражетя проевщй на оси 
системы 



^) Въ такоиъ вид-]^ формулы даны Буронъ (Воиг) въ его немуар^ 
«Мёто1ге зиг 1е8 тоит^теп^з гекШв*, пом']^щевноиъ въ 1оигпа1 (1е та- 
ЛётаИдиез ригев е! арридиёев, йеиххёте зепе Т. УШ 1863, р. 8. 
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ускорен1я точки Л въ ея абсолютнонъ движенш, а сл-Ьдо- 
вательно, найдемъ и выражен1е этого ускорен1Я по формуле 

а = у |а"0о5 (а, Е)]^ [а Со8 (а,' Г ))'+"{« С!о8 («, ^)^^ 

гд% передъ ворнемъ сл^дуетъ брать знакъ плюсь, ибо онъ 
выражаетъ лишь длину вектора, изображающаго ускореше^ 
что касается нааравлен1я посл'Ьдняго, то оно найдется въ 
зависимости отъ косинусовъ угловъ, образуемнхъ имъ съ 
координатными осями, опред'Ьляемыхъ уравнен1ями (88). 
Если мы предположимъ, что координатная система 

0,ЕГ2 
неподвижна, т. е. если положимъ въ формулахъ (88), что 

суть величины постоянныя и что 

;? = ^ = г- = о, 

то правыя части этихъ формулъ представятъ проекщи на 
оси упомянутой системы ускорен1я точки М въ ея относи- 
тельномъ движен1и и если обозначимъ это ускоре1Не черезъ 

то будемъ им§ть 

агСо5((1г,Е) = $" 

агСо8{аг, Х) = т^" (89) 

агС08(аг,2) = ':' 

т. е. будемъ им'Ьть проекцш на оси системы 

О.ЕГИ 

усворен1я относительнаго движен1я точки Ж, им'Ья же эти 
проекцш, найдемъ величину этого ускорешя по формул* 



аг=]/$"'^+^"+С"^, 
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гд% нередъ ворнемъ надо брать знакъ плюсъ; направлеше 
относите льнаго ускорен1Я определится косинусами угловъ, 
образуемыхъ имъ съ координатными осями, который опред*!- 
лдтся на основан1и формулъ (89). 

Если въ формулахъ (88) мы предположимъ, что 

5, ^, С 

суть величины постоянныя, то правыя части этихъ формулъ 
выразятъ проекц1и на оси системы 

О, Е Т ^ 

ускорен1я точки 31 въ ея переносномъ движеши и, обозначая 
это ускорен1е черезъ 

мы будемъ им^ть 

аеСо8{ае,Е)=x,"а,-^у,"а,-+-^,"а,-^^'!:,-^'^^-\-^ 

аеС08(ае , Т) = <'^+Уо"&2+ ^'*з+ ^'^-Р'С + 
+ гр$ + ^?^ — С(р'+?') 



(90) 



Величина ускорен1я переноснаго движен1я определится 
по формул-Ь 



ае = У [ае Со8 (ае , 5)^+ [ае Со8 (ае , Т)|'+ [ае Со8 (ае , ^)| 



2> 



гд4 передъ корнемъ сл4дуетъ брать знакъ плюсъ, а его на- 
правлен1е — косинусами угловъ, образуемыхъ ими съ коорди- 
натными осями, определяемыми формулами (90). 

Теорема Корхолиоа. Ускорепге абсолютнаго движетя 
точки, въ каждый моментг времени, есть геометрическая 
сумма ускоренгй ея относительнаго и переноснаго движешй 

16 
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и добавочнаго ускоренгя, которое представляешь изъ себя 
удвоенный моментъ угловой скорости, построенной при 
данной точкрь^ относительно конца вектора^ изображающаго 
ея относительную скорость. 

Сопоставляя между собой формулы (88), (89) и (90), 
мы будемъ им^^ть 

а Со8 (а, Е ) — аг Саз (аг , 2) -|- ае Сов {ае , Е ) + 

+ 2 (дС - гт]') 
. а Соз (а, И! ) =^ аг Соз (Ог , 1^)4" ^е Соз (ае 5 1*) + 

+ 2 (>•$'- К') 
а Соз (а, 2) = аг Соз (Ог , ^) -|- «в Соз {ае , 2) + 

+ 2(К-гЮ- 

Разсматривая эти формулы, мы видимъ, что двучлены 

2(^/,'-^V); 2К-К,'); 2(р7)'-!7^,') 

представляютъ изъ себя проевщи на оси системы 

н'^котораго вектора, выражающагося ъъ единицахъ ускорен1я 
и, следовательно^ представляющаго некоторое усЕ0рен1С точки 
Ж. Это ускоренхе, которое обыкновенно называютъ доба- 
вочнымъ или поворотнымъ ускорен1емъ, или же ускорен1емъ 
Кор10ЛИса, мы будемъ обозначать черезъ 

«с 

т, е. будемъ полагать, что 

ас Соз {ас , 3) = 2 (^С' —гг()\ 
ас Соз {ас, Г) = 2(г$'-2)С) 

ас Соз {ас, У.) =2(рг/-(7$') 

Им^я въ виду, что 

5, т^, С 



(92) 
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суть проекщи на оси системы 

О, 5Г^ 

относительной скорости 

точки М (черт. 74), мы видимъ, что если, при точк-Ь Л^, ле- 
жащей въ конц'Ё скорости V^9 МЫ построимъ координатную 
систему 




Черт. 74. 

ТО точка М будетъ им^ть, относительно построенной коорди- 
натной системы, координаты 

-е', -У)', -с, 
а такъ какъ проекцш на эти оси угловой скорости 

суть 

то мы будемъ им^ть, что 

16* 
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откуда, сравнивая полученныя формулы съ формулами (92Х 
видимо, что 

а, = 2~М~(ф) 

т. е. приходимъ къ заключен1ю, что ускореше Кор10лиса 
какой-нибудь точки или ея добавочное ускореше является 
удвоеннымъ моментомъ угловой скорости, построенной при 
этой точк*, относительно конца ея относительной скорости. 
Принимая во вниман1е вышеизложенное, мы можемъ фор* 
мулы (88) представить подъ видомъ 

а Со8 (а, Н ) = аг Соз (аг , 3 ) -|- «^в Соз (ое , 5) + 

+ ас Соз {ас , 3) 
а Соз (а, Т ) = йГг Соз {аг , Т) + ае Соз (ое , Т) + 

-\-ас Соз (ас, X) 
а Соз (а, 2) == аг Соз (а^ , ^) + а^ Соз (ае , 2) + 

+ ас Соз {ас , у^\ 

откуда заключаемъ, что 

а = аг-\- Ое -^ ас 

и, сл'^^довательноу предложенная теорема доказана. 

ПриМ'Ьръ 24. Определить ускоренхя абсолютнаго, отно- 
сительного и переноснаго движешя и ускорен1е Корюлиса 
точки, движущейся равномерно по меридтану сферической по- 
верхности, центръ которой движется равномерно по окруж- 
ности, описанной около некоторой неподвижной точки О и 
которая равномерно вращается около своей оси, остающейся 
все время параллельной самой себе, при услов1и, что въ на- 
чале движешя движущаяся точка находится въ северномъ 
полюсе сферы, по которой она движется, а ось вращен1Я этой 
сферы находится въ одной плоскости съ перпендикуляромъ 
къ плоскости траектор1и ея центра, возстановленнымъ изъ 
точки О (см. примеръ 17). 
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Мы вид'Ьли^ что ъъ этомъ случа'6 относительный коорди-^ 
наты движущейся точки суть: 

^ '-= р^ Згп и 



г, = 




С = р, СояХ^; 




Боординаты полюса суть: 




а-ц = р С08 \>.{ 




у^ = р 8гп \^^ 




^«=0; 




Эйлеровы углы суть: 




9 = 2 ' ^= 2" - "^' 


6 = а; 



девять косинусовъ, опред']&ля1ощихъ положен1Я осей подвижной 
координатной системы, относительно осей неподвижной, суть: 

а^ = — Сов ^Л Соза^ а^ = 8гп V^, а^ = Соз V? 8гп а 
&! = — 8гп V< 6^5 а, ^2 = — ^^^ ^^^ ^3 =^ ^*^ ^^ '^^^ °^ 
с^ 1=: 8гп а . с^ = О ? Сд =^ Соз а 

и проекцш на оси системы 

угловой скорости 

о 
суть: 

^ = О, (? = О, г = V 

Принимая во вниманхе значешя приведенныхъ элемен- 
товъ, на основаши формулъ (89), мы будемъ им4ть 

аг Соз («г, Е ) = — р^ Х^ 8гпи 

аг Со8Хаг,Х) = 

а г Соз (аг, ^) = — р1 Х'^ Соз и 
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Е сл'Ьдовательно получимъ, что 

и 

Со8(аг,Е) = - 5шХ^ 

Со8(аг^Г) = 

со8 (йг, 2) = — со8 и, 

откуда видно, что, въ разсматриваемомъ случа'Ь, относительное 
ускорен1е точки М направлено по рад1усу сферы, по которой 
эта точка движется, къ центру этой сферы (черт. 75). 




Черт. 75. 

На основан1и формулъ (90), мы будемъ ик^^ть 

йе Со8 (ае, 3) = р[х^ Со8 [х/ Со8 V^ Со8 а — р|х^ 8гп \».1 8гп у< — 

— р^у^ 8гпХ( 

ае Со8 {йе, Г) = р(х^ Со8 (х< 8гп V^ Со8 а -\- р[х^ 8гп ^^ Соз V< 
йе Соз (ае, ^ = — [^р^ Со8 [!< 8гп а 
и^ следовательно, получимъ, что ускореше переноснаго движенк 
а е = 

+ 8гп [!.< 8гп Ч \ 



-/ 
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И следовательно, что 

_ р|д.2 (Со8 {X* Со8 V* Со8 а — 81н \|^^ 8гп у^) — р^у^ 8гп 1Ь 



У?^1^*+ Р1^ ^* ^^П^ >^* — 2рр1 !^^ ^- ^^^'^^ >^* ! С08 а^ С08 у* Со8 а + ^-т [х* 6'ш у« } 

Со5а, Г)=1 

р[л2 (С08 |л« /З'гп У^ С08 а + 5'ш {X* Сое у^ _ _ 

]/р2(А*+ Р1- V* 8гп^ >^* — 2рр1 1x2 ^3 ^^-^ х^ | (7о8 {х* Со5 у* Со5 а 4- 8т 1^Ь 8т у* | 

Со8(а^И) = 

— ра* С08 |х* /в*!?* а 



р2|х* -|- р^2 V4 8т^ и — 2рр^ ;л2 4,2 ^,>г хе | Со5 «х* Оо8 у< Со5 а + 81 п (х* >§'мг а у*| 

Проекщи на оси подвижной системы ускорентя Коршлиса 
точки М будутъ 

ас Со8 (ас, Е) = О 

ас Со8 (ас, ^) = — 2 VXр^ Со5 и 

ас Со8 (ас, 2Г) = О 

Следовательно, ускореше Корюлиса, въ разсматриваемовгь 
нами случае, будетъ 

ас = 2 VXр^ Со8 X^ 

и мы будемъ иметь, что 

Со8 (ас, 5) = О, Со8 (ас^ Т) = — 1, Со8 (ас, 2;) = О, 

откуда видимъ, что ускоренхе Корхолиса параллельно оси 

и направлено въ сторону обратную ея направлешю. 

Зная ускорен1е относительнаго и нереноснаго движешя 
точки Ж и ея поворотное ускоренхе, найдемъ и ускоренхе 
въ ея абсолютномъ движеши. 

71. Формулы (90), выражающ1я проекщи на оси коор- 
динатной системы 
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7Скорен1я переноснаго движешя точки^ въ то же время, при 
постоянныхъ 

5, Г1, С, 

выражаютъ проекщи на эти оси ускоренхя точеЕъ твердаго 
т4ла, при его движен1и. 

Прежде ч-Ьмъ перейти къ разсмотр'Ьн1Ю этихъ ускорешй 
въ общемъ случае движенхя твердаго т4ла^ докажемъ нЬко* 
торыя теоремы и установимъ н4которыя опред4лен1я, кото- 
рня понадобятся намъ въ посл'^Бдующемъ изложенш. 

Теорема. При поступательномъ движенги твердаго ттьла, 
ускоренгя всгьхъ его точекъ геометрически равны между со- 
бой и геометрически равны ускоренгю его точки, принятой 
за полюсь. 

Въ самомъ д-Ьл*, им-Ья въ виду, что, при поступатель- 
номъ движеши твердаго т^ла, 

_р = д == г = О 

и называя ускоренхе какой-нибудь его точки М черезъ 

а, 

на основаши формулъ (90), мы будемъ имЬть 

а Со8 (а, Н ) = х'\ а,-\-у'\ а^ + ^'\,а^ 
а Со8 (а, X ) = х"^ Ь,+у'\ Ь, + ^"^Ь^ 
а Со8 (а, 2) == х'\ с,-\'у'\ с, + ^"^с. 



(93) 



а тавъ вакъ 



X" 



У о. 



суть проекщи на оси координатной системы 

0ХГ2 

ускорешя точки О,, принятой за полюсь, то,, называя это 
ускоренхе черезъ 

«о» 
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ны будемъ им'Ьть 

а Со8 (а, Е) = а^^ Сов {а^, Е) 

а Со8 {а, Г ) = а-у Соз (а^„ Г) 
а Соз (а, 2) = а^^ Соз (а^, ^2), 

откуда видимъ^ что 

а = б/,, 

что и доказываетъ предложенную намъ теорему. 

72. Геометрическое м-Ьсто концдвъ векторовъ, построен- 
ныхъ при н']^которой неподвижной точк'Ь пространства и 
геометрически равныхъ угловымъ скоростямъ, при движенш 
н4котораго твердаго т'Ьла, будемъ называть годографомъ 
угловыхъ скоростей даннаго движешя. 

Построивъ годографъ угловыхъ скоростей н4котораго 
движешя, при начал']^ неподвижной координатной системы 
(черт. 76), мы видимъ, что координаты его переменной точки 
суть проекщи па оси этой .системы угловой скорости 




Черт. 76. 

Им^я въ виду, что эти проекщи, вообще говоря, суть 
функщи отъ времени, т. е., что 

ны получимъ уравненхе годографа, исключая I изъ этих^ 
уравненШ. 
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Геометрическое приращенхе угловой скорости, за н:Ько^ 
торый промежутокъ времени, будемъ называть пр'юбр'Ьтенною 
угловою скоростью за этотъ промежутокъ. 

Отношен1е прхобр'Ьтенной угловой скорости, за некоторый 
промежутокъ времени, къ самому промежутку^ будемъ назы- 
вать среднимъ угловымъ ускорен1емъ за этотъ промежутокъ 
времени. 

Пред4лъ средняго углового ускорен1я, за безконечно 
малый промежутокъ времени, прилегающ1й къ в']&которому 
моменту времени, будемъ называть угловымъ ускорен1емъ 
въ этотъ моментъ времени. 

Такимъ образомъ, если мы положимъ, что н'Ькоторое 
твердое т'Ьло, двигаясь въ пространств^^, въ некоторый мо- 
ментъ времени I им^етъ угловую скорость 

а въ моментъ времени 
им'бетъ угловую скорость 
то 



есть пршбрЁтенная этимъ твердымъ т^ломъ угловая скорость 
за промежутокъ времени 

обозначая же среднее угловое ускоренхе разсматриваемаго 
твердаго т4ла, за этотъ промежутокъ времени, черезъ 

а его угловое ускоренхе, въ моментъ времени <, черезъ 
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МЫ будемъ им-Ьть, что 



И что 



- = 1гт (хср)= Им (-' др-) 



73. Чтобы установить единицу углового ускорев1я, раз- 
смотримъ одинъ частный случай движен1Я твердаго т'Ьла, а 
именно, его равноперем'1^вное вращен1е около неподвижной оси. 

Если твердое т*ло будетъ вращаться около неподвижной 
оси, то годографъ его угловыхъ скоростей обратится въ 
прямую, лежащую на этой оси, и его угловое ускоренхе 
будетъ 

Равноперем'Ьннымъ вращешемъ твердаго т'Ьла около непо- 
движной оси будемъ называть такое его вращенхе, во все 
время котораго угловое ускоревхе остается постояннымъ по 
величин*, при чемъ, если оно положительное, то мы будемъ 
называть вращеше равноускореннымъ, если же оно отрица- 
тельное, то равнозамедленнымъ. 

Изъ приведенннхъ оцред'Ьлен1й сл4дуетъ, что, если 
твердое т']&ло им'^етъ равноускоренное вращен1е около непо- 
движной оси, то его угловое ускоревхе 



Полагая же въ этомъ равенств**, что 

Ь^ — 1=\ 
и 

(0^ — (0=1, 
получимъ, что и 

х=1, 

откуда заключаемъ, что единица углового ускорен1Я есть 
угловое ускорен1е такого равноускореннаго вращен1я твердаго 
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т'1ла около неподвижноЁ оси, при воторомъ, въ единицу вре* 
меня, угловая скорость т^ла увеличивается на одну единицу 
угловыхъ скоростей. 

Символъ единицы углового ускорен1я есть 

74. Теорема. Угловое ускореше твердаго ттьла^ въ любой 
моментъ времени^ геометрически равняется скорости въ 
движенги точки по годографу угловыхъ скоростей этого 
тгьла, въ соотв)ьтственный моментъ времени. 

Бъ самомъ жЬл% полагая, что въ моментъ времени I 
некоторое т4ло им-Ьеть угловую скорость а>/ а въ моментъ 
времени ^, =^-|- ^^ угловую скорость (Ор по предыдущему мы 
будеыъ им-Ьть, что угловое ускорен1е этого т'Ьла въ момеш-ь 
времени ^ будетъ 

т=7ш(-"-^--) 

Съ другой стороны^ полагая, что некоторая точка дви- 
жется по годографу скоростей разсматриваемаго нами твер- 
даго Т'Ьла, построенному, наприм4ръ, при началЬ неподвижной 
координатной системы (черт. 77), такъ что въ моментъ вре- 




Черт. 77. 

мени I находится въ точкЬ Л — конц-Ь вектора ш, а въ 
моментъ времени (^ — въ точк'Ь В — конц* вектора о^ и 
называя скорость движен1я этой точки черезъ 
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мы видимъ, что въ моментъ времени ( 

г-^о) = 1гт \-ц-) — Иш (- -д^-) = 1гт \-^^^^^) , 
откуда заклгочаемъ, что 

ЧТО и довазываетъ предложенную теорему. 

Им4я въ виду, что координаты переменной точки годо- 
графа угловыхъ скоростей, построеннаго при начал* непо- 
движной координатной системы, какъ было уже замечено 
выше, суть 

Р, Я. II 

мы видимъ, что 

^^,^Со8^ь■^,^^X):=■:Со8(т,X) = Г 
Ч. Со8 (г'ло, Г) = X Сов (т, Г) =: д' 

и такимъ образоиъ находимъ, что 



х^У г-^ + Я" + к'\ 

гд4 передъ корнемъ сл-Ьдуетъ брать знакъ плюсъ, и что 

(7о5(т, Х)= ^' 

С08 (т, Г) == 



в;^ 



т. е. находимъ формулы, по которымъ. можемъ определить 
величину и направлете углового ускорешя твердаго т-Ьла въ 
любой моментъ времени. 
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ЗажЬтлиъ, что, на основан1и изложеннаго, мы видимъ, что 

т Сов (т, 3) = р', т Со8 (т,Т) = ^', т С08 {т,2) = г' 

и что, сл'Ьдовательво, 

II 



С08 (т, Г) = 



Ур"+д'^+г' 



С05(т,^) = --_ 



ПримЪръ 25. Найти уравненхе годографа угловыхъ ско- 
ростей и угловое ускорен1е твердаго гЬла, движущагося въ 
ус.10В1яхъ прим^Ьра 22. 

Мы вид']&ли, что, при дбижен1и твердаго т^ла, при упомя- 
нутыхъ уСЛ0В1ЯХЪ, 

Р = е^ 8гп г1 8гп о 

^ = — г, Со8 е^ 8гп о 

К= г'^-г^ Со8 о 

Исключая ( изъ первыхъ двухъ изъ этихъ уравненхй, мы 
будемъ им-ЬтБ 

Р'-\-д''^г,' 8гп'о . . . * . (93, Ыз) 

и такимъ образомъ видинъ, что годографомъ угловыхъ ско- 
ростей, въ разсматриваемомъ случа*, является окружность 
перес%чен1я плоскости, опред'1ляемой уравнешемъ 

и, сл'Ьдовательно, параллельной плоскости ХОУ, ибо 

6, е^ и б 
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€уть постоянныя величины, и кругового циливдра, опред*- 
ляемаго уравненхемъ (93, Ыв), т. е. им-Ьющаго осью вращешя 
02 и рад1усомъ основан1Я 



(черт. 78). 



8^ 8гпЬ 



Зат^мъ 



/ 




/ // 1 У 








К 


\^ 




Черт. 78. 


Р=5е, Со8г18шЬ 


^' = ге,8шг^8^по 


Л'-. 


= 







а, следовательно, угловое ускорен1е 

т = гг^8хп 8 
и 

(7о5 (т Д ) = (7о5 г1 ; Со8 (т, I) = 8т г\ ; Со5 (т,;?) = О 

Такимъ образомъ, мы вндимъ, что, вь разсматриваемомъ 
нами случа* движен1я, угловое ускоренхе твердаго тЬла 
постоянно по величине, параллельно плоскости ХОУ и 
лежитъ въ плоскости 

7.00,7. 

(см. черт. 68 примера 22). 

75. Теорема Ривальса (Шуя!»). П'ри вращательномъ дви- 
оюенги твердаго тгьла^ ускоренге его любой точки, въ каждый 
моментг времени, есть геометрическая сумма двухъ ускоренгй: 

вращательнаго, которое представляетъ изъ себя момептъ, 
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относительно данной точки, углового ускоренгя тгьла^ прове^ 
дешшго изъ его неподвижной точки, 

и осестремительнаго, равнаго квадрату угловой скорости 
въ соотвгнтствующгй моментъ временщ умноженному на 
разстоянге данной точки, до соотвгьтствующаго разсматри^ 
ваемому моменту временгь, положенья мгновенной оси, и 
направленнаго по перпендикуляру, опущенному изг данной 
точки на направленге этой оси. 

Предполагая, что твердое т*ло им'Ьетъ неподвижную 
точку и что начало координатной системы 

лежитъ въ этой точк4, т. е. полагая въ формулахъ (90), что 

суть величины постоянныя, мы получимъ проекщи на оси 
упомянутой системы ускоренхй какой-нибудь точки твердага 
тЬл9,у при его вращательномъ движен1и, подъ видомъ 

а Со8 (а, 3) = д'С — г'г1 +рдг1 -\-рК — 5 (^^ + ^^) ' 
аОо5(а,Т) = г;$-/>'С + ?гС + дрЕ-г1(г^+^)^) ..(94) 
а Со8 (а, 2Г) =^У т] — д^'б + гр^ + гду] — С (р' + г^) 

Принимая во внимаБ1е, что 

суть проекщи на оси системы 

0,ЕГ 2 

(черт. 79) углового ускорешя т разсматриваемаго нами т4ла^ 
мы видимъ, что первые два члена правыхъ частей каждой 
изъ полученныхъ формулъ представляютъ изъ себя моменты, 
относительно осей, проведенныхъ изъ точки М съ коорди- 
натами 
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параллельно осямъ системы 

О Е Т ^, 
углового усБорен1я, построеянаго при точк4 О, т. е., что 




Черт. 79. 

Таквмъ образомъ, называя векторъ, являюпцйся момен- 
томъ, относительно точки М твердаго т'Ьла^ углового ускорен1я 
этого т^ла, построеннаго при его неподвижной точк^^, вра- 
щательнымъ ускореи1е11Ъ данной точки и обозначая его 

черезъ 



'Е^ 



иы будемъ им^ть 



а 2^ Со8 («2^, X) = г'^ — ^>'С 
адС08{а2^,г)=р^г^—д;^ 



(95) 



Векторъ, проекщи котораго на оси системы 

О, Е Г ^ 
выражаются остальными слагаемыми правыхъ частей фор- 

17 
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нулъ (94), навовемъ осестремительнымъ ускорен1емъ точке 21/ 
нашего твердаго т1»ла и обозначимъ черезъ 



т. е. положинъ, что 



V Со8 {ау ,Е) = г^дгт; + рг; — с {^^+ г») 
а^ Сов (а^ ,Г) = дК + ^Р? — >) (*•' ■\-р'') 
а у Со8 {а у ,2) = гр^ -\-гдг^ — '', 0'+?') 



(96) 



Эти формулы могутъ быть приведены къ виду 
ауСо8(ау, Е)=р(рг-^-д^^-\-К)-^(р'-\-^'-\-^') = 

«^ Сое (а^, Г) = дг (;,$ + 5Т,, + гГ) - г, (^,^+ 3^+ г') = 

л^ 6'08 (а^ ,20 = г (;)$ + ?^ 4- О - С (!>'+ 1'-\- г') - 
= гсор^ Со5 (о>,р ^ — ^СО^, 

гд-Ь р1 есть рад1усъ векторъ точки М относительно точки О,. 
Опустивъ изъ точки М перпендикуляръ на мгновенную ось 
и навБгоая длину этого перпендикуляра черезъ 



а его основаше буквой ^У, кы видимъ, что координаты 
точки Ку относительно системы 

будутъ 

г, = р, С08 (р,, (о) С08 (е/, 2) = р, Со8 (р„ а>) -I- 

ТГ),= р^ С08 (р^, (о) С08 (е/, Т) = р, С08 (р„ <0) -^- 

С1= р, С9§ (р„ со) со8 (^, ;^) = р, со8 (р„ О)) -^ 
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«, следовательно, мояемъ написать, что 

а^С08(а^,Е) = ^^\^,-^^) 



или 



а^ Со8 (а^ ,Е) = ш^р Со8 (р, Е) 
о^ Со8 {а^ ,Т) = (о'р Со8 (р, Т ) 
а^ Со8 {а^ ,^)= со'р Со8 (р,^), 



■откуда видимъ, что 



(^0 = Р«>^ 



и что 

а^ 

«аправлено по перпендикуляру, опущенному изъ точки М на 
мгновенную ось ^. 

. Сопоставляя между собой формулы (94), (95) и (96), 
^«ы видимъ, что 

а Со8 (а, Е ) =^ а^^ Со8 (а^ ,Е) -]- а^ Со8 (о^ , Е) 

а Со8 (а, Т ) = а^^ Со8 {а-^^ ,Т) -|- а^ Со8 {а^^ Г) 

а Со8 (а, 2) = а^ Со8 (а^^ ,г) + а^ Со8 {а^ , ^), 

откуда 

при чемъ 

и 

а^г=р«)2 

и предложенная теорема, такимъ образом'ь, доказана. 

Чтобы построить, для н-Ькотораго момента времени, уско- 
реше какой-нибудь точки твердаго т^ла, при его вращатель- 

17* 
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номъ движен1и, надо изъ данной точки опустить перпенди* 
вуляръ на напраблен1е мгновенной оси и отложить на этонъ 
перпендикуляр'^ отъ данной точки по направленш къ мгно- 
венной оси отр^зокъ 

а^ = ро)^ 

(черт. 80); зат'Ьмъ построить при данной точв* М отр-Ьзокъ. 

т. е. отр^зокъ, численно равный удвоенной площади тре- 
угольника, построеннаго на точк4 М и вектор'Ь т, перпенди- 




Черт. 80. 

кулярный къ плоскости этого треугольника и направленный 
такЪу чтобы, стоя по его направленхю, наблюдатель вид^л'ь 
вевторъ т направленнымъ сл'Ьва направо. Геометрическая 
сумма построенныхъ такимъ образомъ отр']^зковъ 

«22 и а^ 

и будетъ ускорен1е 

а 
точки Ж 

Въ случае движешя твердаго т^ла около неподвижной оск 

такъ какъ тогда угловое ускоренхе направлено вдоль этой 
оси, и мы, следовательно, будемъ им4ть, что 



а = Vа^^'^ а/^ 
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яо тавъ кавъ тогда 

и 

М^^^{-) = рт = ро>\ 

гд4 

Р 

есть ра8Стоян1е точки М твердаго т-Ьла отъ его оси вра- 
щен1Я, то 

Прим'Ьръ 26. Определить осестремительное и враща- 
тельное ускорен1я точки Ж, лежащей на оси 0^2 въ рав- 
СТ0ЯН1И I отъ точки 0^ твердаго т4ла, вращающагося около 
этой точки, если его движете задано, посредствомъ задашя 
Эйлеровыхъ угловъ, уравнешями 



6 = 0. 

Въ разсматриваемомъ случа*]^ проекщи угловой скорости 
на оси системы 



будутъ: 



угловая скорость 

О) 



р = г8гпг^18гпЬ 

^ ]/ 8*^ + ^1' + ^7^8 8 



уравнен1Я мгновенной оси им^ютъ видъ 



8т г{(: 8гп о Со8 г^^^ 8гп 6 Со8 Ь-^е^ 
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Сл'Ьдовательно, проевц1и на оси системы 

вращательнаго усворен1я точки Ж^(черт. 81) съ координатами 



будутъ: 



^В ^^^ ('^В > ^) =^ ^^^1 ^^^ ^1 ^ ^^^ ^ 

а 2^ Со8 (а 2^ , -^ ) = — ^^^^ Соз г^ 1 8гп й 




Черт. 81. 

а вращательное ускорен1е этой точки будетъ 

а 2^ = /гг, 8гпо 

и мы будемъ им^ть, что 

Со8{а2^,Е) = — 8гпг^{; Со8{ал,1) = — Со8г^1; Со8{а2^,2)=0. 

Разстоян1е точки М отъ мгновенной оси будетъ 

р = / 8гп о 

и, следовательно, осестремительное ускорен1е этой точки 
будетъ 

а^ = / (е^ + ^1" + 2 ее^ Со8 б) 8гп о 
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Полное ускорен1е точки М определится по формул* 



76. Теорема. Въ общемъ случать движенгя твердаго тгьла, 
ускорете его любой точки, въ нгькошорый моментг времени, 
есть геометрическая сумма трехъ ускоренгй: 

ускорешя точки, принятой за полюсъ, 

вращательнаго ускорешя данной точки, равнаго моменту^ 
относительно этой точки, углового ускорешя твердаго тгьла 
въ разсматриваемый моментъ временщ построеннаго при 
точкгь, принятой за полюсъ, 

и осестремительнаго ускоретя данной точкщ равнаю 
квадрату угловой скорости тгьлйу помноженному на раз- 
стоянге этой точки до мгновенной оси, проходящей^ вь раз- 
сматриваемый моментъ времени, черезъ полюсь^ и направлен- 
наго по перпендикуляру, опущенному изъ данной точки на 
направленге упомянутой мгновенной оси, 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, сопоставляя между собой формулы (90), 
(93) и (96), мы будемъ им-Ьть 

а Сов (а, 3) = а^Соз (а^, 3) + а^^ Соз (а^^, 3) + а^Со8 {а^ , 3) 
а Соз (а, Г) = а^Соз (а^, Т) + «2^ Соз {а^^, Т) + а^Со8 {а^ , X) 
а Соз (а, 2) = а^Соз (а^,, 2^) + а-^ Соз {а^^,!^ -\-а^Соз {а^ , 2), 

откуда видимъ, что 

а = а^-\-а^-\- а^^ 

причемъ, по предыдущему, 

И 

а^ = р(1>^, 

гд"]^ р есть разстоян1е равсматриваемой нами точки твердаго 
т^ла до мгновенной оси^ проведенной черезъ его точку, при- 
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нятую за полюсъ, и, сл'Ьдовательно, предложенная теорема 
доказана. 

Прим'Ьръ 27. Опред:]&лить ускорете точки Ж, лежащей 
на оси 0^2 въ разстояши I отъ точки 0^ твердаго тЬла, 
двнжущагосд въ услов1яхъ примера 22. 

Въ этомъ случа* координаты точки О^, принятой за по- 
люсъ (черт. 82), суть: 

д;^ = р Со8 е< 

^0 = 0, 




Черт. 82. 

а Эйлеровы углы суть: 

ср = г1, 6 = е^^, О =: о; 

следовательно, вращательное и осестремительное ускорен1я 
точки М будутъ тЬ же, что и въ предыдущемъ пример* 
(прим4ръ 26), т. е. мы будемъ им4ть, что 

а^ = 1ег^ 8гп о 

Со8 {а л , Е)= — 8гпг^1, Соз (а^^ , Г)= —Соз е^^, 

Со5(а^^>,^) = 



и что 



/о)*^ 8гп 8 



Соз (а^ уЕ) =1 — 8гп г^ЮозЬ, Со8{а^,\') = — Созг^ Соз\ 
Со8(а^,X) = 8гпо, 
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Что касается ускорен1я точки О,, принятой за полюсъ 
разсматриваенаго твердаго т^ла, то 

% Со8 (а^,, X) = — ре^ Со8 г1 
% Со8 (а^, Г) = — ре* 8гп г1 

откуда 

Со8 (ао, Х) = — Со8 г(, Со8 (а,,, Т) ^ — 8т г1, Со8 {%,2^) = О 

и следовательно 

Со8 (а^, 3 ) = «, Со8 (а^), Х)'^-а^ Со8 (а^, 1^)+ 

-|- Од Со8 (йц, ^) = — Со8 е^1 
Сов {%, У) = 6, Со5 (ау ,Х]+Й2 ^^^^ К)? ^)Ч" 

Со8 {а^.Х) = с, Со8 (а^,Х)+с, С()8 («,, Г)+ 

Полное ускоренхе точки М 

а = а^ + 61^^ + а^ 
и следовательно 



|/ + Щ,а^ Со8 {а,,а 



2а^а^^ Со8(а^а2^)-\г 



а такъ какъ 

Со8{а^,ал)=^ 8гпг^1 Со8г^-\-8ше^ Со8^^{= 8т 2г^1 

Со8 (а^,а^)^= 8тг^1Со8г^) Со8Ь-\-8гпг^1 Со8е^1 СозЬ = 

= 8гп2г^1 Со8 0у 
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ТО 






6'ш^ о-\-Рт*8гп' о-|-р^г*+2/р е'е, 8гпЬ8гп2г^1-\- 
'г'^ш^'Зшо СоаЬ 8т2г^1-\- 21ЧгУ 8шЧ СозЬ 



или 



а = Щ1/ 



г-8ш' ^ + ( ; )' ' ^' Г* 8^»' 5 + Р') + 
+ 21"^ 8гпЬ[1 ^^8гп2^+р8гп2е,г(1-\-^'- Созо)]- 



77. Теорежа. При двиоюети всякаго твердаго тгьла, вг 
каоюдый моментъ времени, въ немъ имгьется точка, ускоренге 
которой равняется нулю. 

Въ самоыъ д^'Ь, полагая, что усвореше н'Ькоторой точки 
твердаго т'Ьла равняется нулю, на основав1и формулъ (90), 
мы видинъ, что ея координаты въ такомъ случае должны 
быть связаны между собой системою трехъ уравнешй 

или 

-с(г^+0+^(рг-г') + С(рг+д')+ 

+ <К^у^'Ь,-\-,:% = 
а такъ какъ . ипред'&литель этой системы уравнен1Ё 

— (г'Н-»-') ; ш — г' ; рг-\-д; 
д = ра-\-г' ■~{г^-\-р^); дг —р' 

рг—д; ; дг-^р' ;_(р=+2^) 
= — \(Рй — 1Р'У + {Я:г' — гд'У + {гр' —рг'У\ ., 
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вообще говоря, не равняется нулю, то она имЪетъ опреде- 
ленную и единственную систему р^шен1й, и, следовательно, 
наша теорема доказана. 

Въ частномъ случае, когда во все время движешя 

р __ С[ _ г_ 

р» ^' у' ? 

определитель 

д = о, 

но тогда угловое ускорев1е соваадаетъ по направлен1ю съ 
угловой скоростью и, следовательно, движенхе твердаго тела 
происходить такъ, что его винтовая ось все время остается 
параллельной самой себе. 
Принявъ за ось 

прямую параллельную общему направленш винтовой оси, 
т. е., полагая, что 

мы приведемъ уравнен1я, определяющ1я координаты той 
точки, въ которой ускореше равняется нулю, къ виду 

Последнее изъ полученныхъ уравнешй показываетъ, что 

% Со8 (а^, ^ = О, 

откуда мы заключаемъ, что, если, при движен1и твердаго 
тела, его винтовая ось все время остается параллельной 
самой себе и если при этомъ имеется такая точка, ускорен1е 
которой равняется нулю, то поступательное движенхе твер- 
даго тела по направлешю винтовой оси равномерно 
(«о Со8 (ао, 2) = 0) и въ теле имеется безчисленное мно- 
жество точекъ, ускорен1я которыхъ равняются нулю, при 
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чемъ всЬ эти точки расположены на прямой, определяемой 
уравнен1ями 

Точку твердаго т^^ла, ускорен1е которой въ данный мо- 
ментъ времени равняется нулю, мы будемъ называть центромъ 
ускорен1й этого твердаго т^ла въ разсматриваемый моментъ 
времени. 
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Глава VIII. 
Движете плоской фигуры въ ея плоскости. 

78. Положимъ, что мы им^емъ некоторую плоскую 
фигуру 5^, какъ-нибудь движущуюся въ ея плоскости, отно- 
сительно ц']^которой прямоугольной координатной системы ХТ2 
(черт. 83), которую мы будемъ считать неподвижною; поло- 
жимъ зат'&мъ, что некоторая точка М движется по разсма- 
триваемой нами фигуре, описывая на ней траекторш АВ. 




Черт. 83. 
Возьмемъ коор'Хинатную систему 

неизм']^нно связанную съ рассматриваемой нами фигурой и 
положимъ, что движете точки Ж, по отношешю къ этой 
систем'^, задано, посредствомъ задан1я ея координатъ 
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въ функц1лхъ отъ времени^ а движенхе плоской фигуры — 
посредствомъ задашя въ функщяхъ отъ времени координатъ 

ея полюса 0^ и угла 

ф = (О.Е,ОХ). . 

Въ такомъ случа'Ь, называя абсолютный координаты точки 
Ж черезъ 

^. У, 

мы будемъ им*ть формулы 

У = Уо + ^ ^^^ Ф + ^ ^^^ Ф 1 ' 

по которымъ найдемъ абсолютное движете точки, когда за- 
даны ея относительное движенхе и переносное, т. е. движенхе 
той плоской фигуры, относительно которой она движется; 
разсматривая же въ этихъ формулахъ координаты 

$ и т^ 

какъ постоянныя, мы видимъ, что он% опред^ляютъ движенхе 
точки М плоской фигуры, относительно неподвижной коор- 
динатной системы ХОУ. 

Зам^тимъ, что формулы (97) могли бы быть получены и 
изъ общихъ формулъ (25) главы IV, полагая въ нихъ 

^ ^ о , С = О 
и 

^^ = 6 = 

Прим'Ьръ 28. Опред'Ьлить движете точекъ плоской фи- 
гуры, если одна изъ ея точекъ равном<]&рно движется вдоль 
н'Ёкоторой прямой, а вся фигура равном'Ьрно вращается около 
этой точки. 

Примемъ прямую, по которой движется полюсъ О, раз- 
€матриваемой нами фигуры, за ось ОХ (черт. 84) и поло- 
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жен1е этого полюса въ начал'Ь дввжешя за начало неподвижной 
координатной системы и положимъ, что въ начале движен1я 
оси системы 

Е О Г 

неизменно связанной съ движущейся фигурой, совпадаютъ съ 
осями 

ХОГ. 




Черт. Ь4. 

*Въ такомъ случае, полагая, что точка, движущаяся вдоль 
оси ОХ^ въ единицу времени проходитъ некоторый отрЬзокъ к^ 
а фигура поворачивается на уголъ е, мы видимъ, что коор- 
динаты полюса будутъ 

х^^ = Ы 

и что 

ф = - 5^ 

а потому будемъ им-Ьтб 

х = Ы-\-^ Со8 г^ + У] 8гп г1 
у = — $ 8гп г^ -(- 7) Сов й 

Исключая изъ этихъ уравненШ 1^ мы получимъ уравненхе 
траекторш любой точки разсматриваемой плоской фй1гуры. 
Возвышая съ этой ц'Ьлью полученныя уравнев1я въ квадратъ, 
а зат^мъ складывая ихъ между собой, мы получимъ 
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ИЛИ 

{х-Ыу-]-у'^р\ (98) 

гд* 

Р 
есть ра8Стоян1е точки плоской фигуры отъ ея полюса. 
Изъ уравненШ (98) найдемъ, что 



^— ' к 

и тавинъ обравонъ получимъ искомое уравнен1е траектор1и 
подъ видомъ 

Для точки^ лежащей на оси 

0.1- 
въ разстоян1и р отъ полюса, мы будемъ имЬть, что 

у = р Со8 е^ 

и уравнен1е траектор1И подъ видомъ 

г(^-]/р2-.у2) 



у = р С08 

Въ частномъ случа']^, для точки, лежащей въ равстодшж 

А; 

отъ полюса, мы будемъ им'Ьть 

X = р {г^'\-8гпе^) 
у = р Со8 е1 

и ур^внеше траектор1и подъ видомъ 



у=.рС08 ^^ 

эта точка, следовательно, будетъ описывать циклоиду- 
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Траекторш различныхъ точекъ фигуры, лежащихъ на оси, 
указаны на чертеж'^ 85- 

Прим'Ьръ 29. Опред^^лнть движете плоской фигуры, одна 
изъ точекъ которой Мх движется равномерно по окружности 
круга радауса р, а другая Ж,, находящаяся на равстояши к 
отъ первой, постоянно находится на оси ОХ. 




Черт. 85. 

Примемъ точку М^ за полюсъ разсматриваемой нами фи- 
гуры и направимъ ось О^В въ точку М2 (черт. 




Черт. 86. 

Въ такомъ случа-Ь, им*я въ виду, что относительныя 
координаты точки Жз суть 

что она лежнтъ на оси ОХ и что, следовательно, для нея 

у = 

и принимая во внимаихе, что координаты полюса 

x^^ = р Со$ г1 
у^ = р8гпг1, 

18 
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если 8 есть уголъ, отв'Ьчающхй дуг^» проходимой точкой Ж, по 
окружности радхуса р въ единицу времени, на основан1и 
второй изъ формулъ (97), мы будемъ им'бть, что 

О = р 8гп е/ -[" ^ ^^^ Фэ 

откуда получимъ, что 

8гп ф = 1- /§ш е^, 

а такъ какъ въ такомъ случае 

С08^^ = ~ -^ ? 

ТО абсолютный координаты перем'Ённой точки разсматриваемой 
нами фигуры выразятся равенствами 



а; =1 р Со8 е^ + С ^ Ь ^ ]^ ^^^ ^^ 

о- * с Р с- ^1 >/А;з — рз .9*^2 е« 



(99) 



Помножная первое изъ полученныхъ равенствъ на 7|, а 
второе на ^ и вычитая изъ перваго изъ нихъ второе, мы 
получимъ 

хг^~уг = рг^Со8г1 + ^(-'\^ — ^) 8тгЦ . . (100) 

съ другой стороны, представивъ полученныя уравнен1я подъ 
видомъ 

а: ~ р Со8 е< = С ~ 1 \''Ч ]с ^^^ ^^ 

с,. . ^ р сг-^ л I >/АЯ-р2,9ш2б« 

у — р 8гпг1 =^ — Е ^ 8гпг{-^г^ - ^ — , 

а зат'Ьмъ, воввышая ихъ въ квадратъ и складывая между 
собой, найдемъ 

(ж — р Со8 е«)*+ (у — р 8гп г1у= 8' + т^^, 
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откуда будемъ им'1ть 



рхСо8г(-\-ру 8гпе( . . (101) 



Р'Ьшая, наконецъ, уравнешя (100) и (101) относительно 
8гп е1 и Соз е1 

и подставляя найденныя значен1я въ тождество 

найдемъ общее уравнен1е траекторШ точекъ разсматриваемоЁ 
нами плоской фигуры. 

Въ частности, для точекъ, лежащихъ на оси О^Е, 

у| = 0, 
а потому уравнен1я (99) примутъ видъ 



д; = р Со8 г1'\-^ 



|/ Л2 - р2 8т^ гЬ 



у = р 8гп г1 — ; '' 8'1п г1 
Второе изъ этихъ уравнен1й дастъ, что 



(102) 



8гпе1= /^ 

рА:-р 



щ следовательно, что 



Созз^=|/1--^ 



~^У 



а подставляя найденныя значен1я для 

8гп г1 1\ Соз г! 

въ первое изъ уравнешй (102), мы получимъ общее уравне- 
ше траектор1й точекъ разсматриваемой фигуры, лежащихъ 
на оси О^Е. подъ видомъ 



X: 



рУ 1-р.^Йт)^ + $У 1-()^-=Р 



18* 
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79. Обращаясь къ разсмотр'Ьн1ю скоростей точевъ, дви- 
жущихся въ плоскости^ на основанш формулъ (46) главы У. 
мы видимъ, что проевщи на оси системы 

ЕО,Х 
скорости абсолютнаго движензя точки будутъ: 



г„ Сов (V^ , Е)= ^ +^;- Со8 ф+уо' 8гп б-гт; 
^„ Со8{V^ , Т)= ^; -X,' 8т ф+у; Сов ф+г$ 



: (103) 



величина скорости абсолютнаго движенхя определится, сле- 
довательно, формулой 

= \^{^' + л^о' Со8^ + уо' 8гп 6 — г-»])2 -]- (у)' — хо' 8гп ф + у^' Сов 'Ь + ЛУ 

гд* передъ корнемъ надо брать знакъ плюсъ, а ея напра- 
влен1е косинусами угловъ, образуемыхъ ею съ осями системы 

ЕО Т 

на основанш формулъ (103). 

Проекцш на оси той же системы скорости относитель- 
наго движен1я точки будутъ: 



. . . (104) 



V^С08(V^, 1')=7/| 

следовательно, величина этой скорости определится формулой 



где передъ корнемъ надо брать знакъ плюсъ, а ея напра- 
влен1е косинусами угловъ, образуемыхъ ею съ осями подвиж- 
ной координатной системы, на основанхи формулъ (104). 
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Навонецъ, проекщи на оси системы 

переносной скорости точки, на основан1и формулъ (48) главы 
V, будутъ: 

Те Со8 (Vе, 3) = х^' а>5 ср + у^' 8гп ф — гт] | 
ь'е Со8 (г'е, Г) = — х^'Згп ф -\- у^ Со8 ф + гИ 
и, сл'Ёдовательно, величина этой скорости будетъ 



гд* передъ корнемъ сл-Ьдуеть брать знакъ плюсъ^ а ея на- 
11равлен1е определится такъ же, какъ и направлеше абсолютной 
и относительной скоростей, т. е., на основаши формулъ (105), 
косинусами угловъ, образуемыхъ ею съ осями системы 

Н О, Г. 

. Очевидно, что для точки, движущейся въ плоскости, им-Ьетг 
м^сто общая теорема, заключающаяся въ томъ, что скорость 
абсолютнаго движен1я точки есть геометрическая сумма ско- 
ростей относительнаго и переноснаго движешй и выражаемая 
равенствомъ 

Vа=V^'\-Vе^ 

Формулы (105) представляютъ проекщи на оси системы 

Е О, Т 

скорости точки плоской фигуры, движущейся въ ея плоскости, 
при чемъ проекщи на эти оси поступательной скорости по- 
люса будутъ: 

Vр Со8 (ьр Т) = — .г^/ /?ш.сЬ -|- у о ^^^ Ф ^ 
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а проеБЦ1и на тЬ же оси вращательной скорости вавой-ни- 
будь точки фигуры около этого полюса выразятся равенствами 

гс Со8 (гб', 2) = — - п^^ 

го Сов {го , Г) = г; 
или 

го Со$ («<; , Е) = — г]6' 

гоСо8{го,Т)= Е'У, 

такъ кавъ, въ разсматриваемонъ случа*]^, т. е. при движенхи 
плоской фигуры, мгновенныя оси все время остаются перпен- 
дикулярными къ ея плоскости и, сл']&довательнО; 

и угловая скорость 

(I) = г = -- 

Такимъ образомъ, мы будемъ им-бть, во-первыхъ, что проек- 
щи скорости точки плоской фигуры на оси, неизменно свя- 
занной съ ней, координатной системы выразятся формулами, 

V Со8 {V,Е) = х,^ Со8 ']> + 2/о' 8т ^ — У)ф' | 

V Сов ('Г,Т) = - X,' 8т 6 + 2/о' (^ов ф + Ц' )' 

а во-вторыхъ, — что и для точекъ плоской фигуры 

V =.€р-\- го, 

что, впрочемъ, очевидно, такъ какъ последнее равенство вы- 
ражаетъ общую теорему, доказанную въ п^ 58 главы V. 

80. Теорема. При движети плоской фигуры въея плоскостщ 
въ каждый моментг времени^ имгьется точка^ скорость ко- 
торой равняется нулю. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, полагая, что 



(106) 
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мы получимъ, что 



Жо' ^^^^ 4^ — Уо' Сов ф 

Жо' С08 ф 4" Уо 8^П Ь 



^- 



, . . . (107) 



т. е., для важдаго момента времени, найдемъ точку плоской 
фигуры, скорость которой равняется нулю, что и доказываетъ 
предложенную теорему. 

Точку плоской фигуры, скорость которой, въ данный мо- 
ментъ времени, равняется нулю, мы будемъ называть йЛГНО- 
веннымъ центромъ разсматриваемой фигуры въ этотъ моменгь 
времени. 

Изъ изложеянаго сл4дутъ, что, въ каждый моментъ вре- 
мени, всЬ точки плоской фигуры стремятся двигаться по 
окружностямъ, центры которыхъ находятся въ мгновенномъ 
центр"!, отв'Ьчающемъ данному моменту. 

Зам'Ьтимъ, что, если 

^' = 0, 
то 

$— с>з и Т] =с>., 

Т. е. если фигура движется поступательно, то ея мгновен- 
ный центръ находится въ безконечности. 

81. Геометрическое м'Ьсто мгновенныхъ центровъ плоской 
фигуры на неподвижной плоскости мы будемъ называть не- 
подвижной центроидой данной фигуры, а геометрическое 
М'Ьсто мгновенныхъ центровъ на самой движущейся фигуре 
ея ПОДВИЖНОЙ центроидой. 

Чтобы получить уравненхе подвижной центроиды, надо 
исключить I изъ уравнен1й (107), для того же, чтобы по- 
лучить уравненхе неподвижной центроиды, надо въ эти урав- 
нешя подставить вместо 

$ и Г} 
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ихъ величины, опред']&лнемыл уравнен1ями (97), т. е. 

1 = (х — х^) Со8^']-{у — у^)8гп<\» 
^^ = —(x—x^)8гп^-\-(у — у^)Со8^ 

и исключить Ь И8ъ полученныхъ поел*! этого уравненШ. 

Зам^тимъ, что, тавъ вакъ мгновенный центръ плоской 
фигуры является точкой пересЬчешя ея плоскости съ со- 
отв^тствующвмъ положетемъ мгновенной винтовой оси, ко- 
торая перпендикулярна къ этой плоскости, то об* центроиды 
плоской, фигуры представляютъ изъ себя лиши пересЬчешя 
съ ея плоскостью аксоидовъ винтовыхъ осей (соответственно 
подвижнаго и неподвижнаго), являющихся въ разсматриваемомъ 
случае цилиндрическими поверхностями, и мы можемъ, сл'Ь- 
довательно, высказать следующую теорему. 

Теорема. При движети плоской фигуры въ ея плоскости, 
ея подвижная центроида безъ скольженгя катится по непо- 
движной. 

ПримЪръ 30. Вывести уравнен1я подвижной и непо- 
движной центроиды плоской фигуры, неизм'Ьнно связанной съ 
однимъ изъ звеньевъ шарнирнаго антяпараллелограма^ по- 
ставленнаго на его противоположное звено. 

Шарнирнымъ антипараллелограмомъ называется четы- 
рехсторонникъ, составленный изъ четырехъ стержней, соеди- 
ненныхъ между собой шарнирами и расположенныхъ такъ, 
какъ показано на чертеже 87, при чемъ противоположныя сто- 
роны этого четырехсторонника попарно равны между собой, т. е. 

и 

Стороны четырехсторонника называются его звеньями; по- 
ставить четырехсторонникъ на какое-нибудь звено, значитъ 
укр-Ьпить это звено неподвижно. 

Наша задача заключается въ томъ, чтобы найти уравне- 
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Б1Я ПОДВИЖНОЙ И неподвижной центроиды плоской фигуры, 
неизн'Ьнно связанной со звеномъ М^М.2 антипара ллелограма, 
въ предположеши, что онъ поставленъ на звено N^N2- 

Првмемъ середину между точками К^ и ^2 за начало 
веподвижной координатной системы и направимъ ось ОХ по 




прямой N^N2] середину между точками М^ и М^ примемъ 
за начало подвижной координатной системы, а ось ^1^ на- 
правимъ по прямой М^Мг. Назовемъ уголъ между осями О^Н 
и ОХ черезъ 

'^> 

уголъ, образуемый прямой Л^^Ж, съ осью ОХ, черезъ 

и положимъ, что стороны четырехсторонника 

и 

^\М, = К2М2 = 21,. 

Въ такомъ случае, называя абсолютныя координаты то- 
чекъ М^ и Мг соответственно черезъ 

мы будемъ им^ть 



Л^1 



21,Со8^—1 



у^ = 2?, 8гп ср 
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х^ — х^ — 21 Со8^~ 2^1 Со8^ — 1 — 21 Сов ф 
у^=у^ — 21 8гп ф = 2/, 8гп ср -- 1>/ Вт ф, 

такъ вакъ 

х^ — Жз = 27 Со5 ф 

У1 — зУо = ^^ ^^^ ?• 

Координаты полюса будутъ 

х, = ^-'--^^-^=21,Со8^ — 1{\-^Со8'Ь) 

у^ = У±+11 = 21, 8гп ъ — 1 8гп ф. 

Что касается угловъ 

ф и 9, 
то между ними существуетъ зависимость; въ самомъ д-Ьл*, 
им4я въ виду, что точка М^ движется по кругу радхуса 21^ 
около точки N^у мы видимъ, что 

И, сл:6довательно, что 

4(7, Со8^ — I — I Соз'Ьу -\-4. {I, 8гп^^—18гп^У = 4:1,\ 
откуда 

г^'Н-г/'— 2Й, ((7о8ср Со5ф+>5ш? 8гп^)—2и, Сов г^+2Р Со8^=1\ , 
или 

2Г (1 + Со8 ф) — 211, \Со8 ср + Сов (ср — ф)! = О, 

или же 

2Р Сов'-^ =. 211, Сов (ср - ^) Со8| 

и следовательно 

I Сов 2 = ^1 Сов (ср — 2 ) ~ ^1 ^^^ '^ ^'^^' 2 "I" ^1 ^*^^ ^^^* 2 • 

Полученное равенство и дастъ намъ искомую зависимость 
подъ видомъ 

, *1 Х — Х^СоЗ'^ /1ло\ 

^«^2- = -17Ж>- (108) 
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Принимая во вниман1е, что 

у^ = 21, Со8'^<^' — 1 Со8 ф ф' , 

ны видинъ, что, на основаши формулъ (105), проекции на 
оси системы 

Е0.1- 

скорости вакой-нвбудь точки разсматриваемой нами фигуры 
будутъ 

V Со8 (г, Н) = — 21^ 8гп ср Соз '^ ср'+ 1 8т ф Соз ф • 'У+ 
+ 2/^ Соз ср 8гп ф ^' — / (7о5 6 8гп ф ф' — 7]6' 

V Соз {V, Т) = 2^1 /в'шср й'ш ф ф' — 181П ^ ф • ^'+ 

+ 2?! Со5ср Со8ф 9'— ^ С^^^' Ф • ФЧ- 5Ф' 

или 

6' Со8 (V, Е) = — 2/^ /9ш (ср — ф) ср'— 7]ф' 

г; Со5 (г;, Т) = 21, Соз (ср — ф) ср'+ ($ — ?; ф' 

Сл']&довательно, чтобы найти уравнеше подвижной цен- 
троиды, намъ надо исключить 1^ входящее черезъ посредство 
ср и ф, изъ уравнешй 

2/, д5ш(ср — ф)ср'+у]ф'=0 



(109) 
2/^ Со8 (ср - ф) ср'+ (?-/)ф'=0 ■ 

и уравнен1я (108). 

Приведя съ этой ц^лью уравнешя (109) еъ виду: 
2/, \8гп^ Г;о5ф — Со8ср 8гп^^\ ср'+у]ф'= О 
21, \ Соз ср Соз ф + 5ш ср 8гпФ\ ср'+ . (; — /) ф'^ О 

зам'Ьнимъ въ нихъ 

Соз ф, 8гп ф 
и 



01д1112ес1 Ьу 



Соо§1е 



— 284 — 

ихъ выражен1ями въ зависимости отъ 

Принимая во вниман1е, что, на основаши равенства (108), 

I о л ' — Л Сов ср 
'\^^2агс1пд ^^^.^^ 

и, сл'Ьдоватедьно, 

. , _ ^ 7,^ 81п'^ у — /х Сову ( I — II Со8 ср) , 
или 

и что 

^. ,_ _^_2_ __ "^ ?! /^ ш ср _ _ • г?! ;9г;? у - 1^^ 8гп ср Оо5 ср 

^2 ' V г1>5гпср у 

И 

. , 'Ь , / - II Сов ср\2 

1 ^^?^ 2 __ I ^1 ;9г/г ср " ; _1,''{8гп\ - Сод^ср) ~^Р+2?^1^о^? 

?- "■ - ^ ф - -- / _ г, Со5 ср\2 12 + р _ 2гг, Соа ср " ^ 

МЫ будемъ им'Ёть 

11^(8гп?^ - Со8-^) 8гщ — Р8гп^ + 2111Со8Ф 8гп^—211х81щСо8^ + 
97 _ _+2^^5гП9Со52ср ' , , 

"^^^ ' ^2 + ^2 - 2/^1 Со5ср^" ^ "^ 

I о/ у, ^1 - ^ С08^ гг' — о 

^12 (^ггг^ср — Со«2ср) Со39 — ^^ Со5ср + 22^1 Ооз^ср + 2??! 8%п^^— 

о; - 21,^8гп'^^Со8^ _ , , 

^^1 " . " ' '1у'-^Т'-^2ЩСо8^1 '" ' ^ "^ 

откуда получииъ 

-9шср (г,^ — г') + 7] (/, — / Со8ср) = о 
211, - Со8ср (Р + г^») -I- (;-?)(/,— / Со89) = О 
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ИЛИ 



8гщ (р — //^) -|- г/, Со8^ = Т|/^ 
а изъ этихъ уравнен1й найдемъ, что 



/в'гйс! 



У)?! 



^1^ + г:- 

И, сл-Ьдовательно, получимъ, что 
откуда 

или 

и тавимъ образомъ найдемъ уравнен1е подвижной центроиды 
яодъ видомъ 



^ + /1 



2— г» 



= 1. 



Разсматривая это уравнен1е, мы видимъ, что подвижная 
центроида является эллипсомъ, если 




Черт. 88. 
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т. е. если антипараллелограмъ поставленъ на короткое звено 
(черт. 88), и гиперболой, если 

I,' < 1\ 

т. е. если антипараллелограмъ поставленъ на длинное звено 
(черт. 89). 

Что касается неподвижной центроиды, то, такъ какъ 
шарнирный антипараллелограмъ представляетъ изъ себя 




Черт. 89. 

симметричную фигуру, относительно его противоположныхъ 
ввеньевъ, то она будетъ тождественна съ подвижной, а по- 
тому ея уравнеше относительно системы координатныхъ осей 

ХОУ 

будетъ 

= 1. 



Ж2 у^ 

7.2. "Г ^ 



1\^ к^-г'' 

82. Переходя къ разсмотр4н1ю ускоренхй точекъ, движу- 
щихся въ плоскости, на основанхи формулъ (88) главы VII 
и принимая во вниманхе, что въ разсматриваемомъ случа'Ё 

, ^9 = ^ = 
и что 

мы получимъ проекщи на оси координатной системы 
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усБорев1я абсолютнаго дввхеша вавой-нибудь точви подъ 
видонъ 

а Со8 (а,Е) = ^"-^х'\ С'озф + 
+ ?/о" ^ш ({; — ф-'у] — еГ' — 2 ф'т]' 

а Со8 (а,Х) = Г)" — х^ ' 8гп ^ + 



(111) 



проекщи на т* же оси ускорен1я относительнаго движен1я 
этой точки будутъ: 

агСо8(аг, 2) = $" I ^ ^ ^ ,^^2) 

агСоз (аг^ Т) — тг)" . ] 

проекщи ускорешя ея переноснаго движен1я будутъ: 

Не Со8{аеГ) = — <' Згп^^у^" Со8^ + ф" 5 - г^Ь"\' 

наконецъ, проекц1и на оси системы 

ЕО,Г 

ускорен1я Кор10лиса той же точки будутъ: 

г?с Со8 (ас, Т) = 2ф'е'1 

Величины и направлен1я ускорешй абсолютнаго, относи- 
тельнаго и переноснаго движенхй какой-нибудь точки и ея 
ускорешя Корюлиса определятся по форму ламъ (111), (112), 
(113) и (114). 

Формулы (из) представдяютъ изъ себя проекцш на оси 
координатной системы 

ускорен1я какой-нибудь точки плоской фигуры, неизменно 
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связанной съ этой системой, при чемъ проекцхи на эти оси 
ускорешя ея полюса будутъ: 

ар Сов {ар ,Е) = х^ ' (7о5 ф -(- у^' 8гп ф 

проекцш на эти оси вращательнаго ускорен1я какой-нибудь 
ея точки выразятся равенствами: 

а^^Со8{а^^Е) = ~^"^^ 

а^ Со5 (а^^ Т) = ф"е 

или 

^В (^08 (адН) = - ТУ] 

а 2^ Со5(адТ) = -;, 
ибо угловое ускорен1е плоской фигуры 



'[ (Ы (}^^ 

проекщи на оси системы 

ЕО,Г 

осестремительнаго ускорешя какой-нибудь точки плоской фи- 
гуры будутъ: 

а^ Со8 (а^ 5) = — ^0)^ 

а^ Сон (а^ 1) == — т^т- 

Вращательное ускоренхе какой-нибудь точки М плоской 
фигуры, какъ и въ общемъ случзА двнженхя, будетъ пред- 
ставлять ихъ себя моментъ, относительно данной точки, 
углового ускорен1я плоской фигуры^ построеннаго при ея 
полюс*,* а осестремительное ускореше .этой точки будетъ 
равняться пронзведешю ея разстояшя до полюса на квадратъ 
угловой скорости плоской фигуры; такимъ образомъ, для н*- 
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которой точки М плоской фигуры, отстоящей отъ ея полюса 
ва разстояши 

Р. 

мы будемъ им^ть 

<^в = М^^^.'^) = 9^ = 9'^' 

« ^ = р<*>^ 

при ченъ 

ибо, при движен1и плоской фигуры, 

т||«> 

Координаты центра ускоренхя опред'Ьлимъ, рЬшая совместно 
уравнеп1я 

Ц^ ' _ ^^ ^,' >= д.^" 8гп ф -. у,; ' Сон 6 

Прим'кръ 31. Ооред'Ьлить вращательное и осестремительное 
ускореше точки плоской фигуры, движущейся въ услов1яхъ 
примера 30. 

Мы им'Ъли, что 

и^ следовательно, видимъ; что, въ разсматриваемомъ случа']^ 
движешя, угловая скорость плоской фигуры будетъ 

07 _ ^1 — 1Со8^ , 

^*^— "^^ ^21 + 22-2^1 С05Ср ^' 

а ея угловое ускоренхе будетъ 

_ , _ о/ // {Р — 11^)8гп ^ ;2^^ 1г — 1Со8^ ,Л. 

Т — со —г1,и ^1^2_^12^211,Со8^)^ ^ "•" 1^^ + Р ^ 21/, Соз ^ ^ Г 

19 
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Такимъ образохъ, ны будемъ им^ть, что вращательное 
усвореше точки плосеой фигуры, отстоящей отъ ея полюса 
на разстоянш р, будетъ 

"*—'*'> Р Г (?!' +Р- 211, Со8 <р )^ Т -^ г,2 4- р _ 2Щ Со»<( -^ Г 
а ея осеетремительное усворенте будетъ 

„ {1,-1 Сов чУ „ 

«^ — 4< I Р (^2, _|_ 22 _ 211, Сов <р)2. ^ 
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Глава IX. 

Соединеше движенш твердыхъ т'Ьлъ. 

83. Положимъ, что ыы им'Ьемъ некоторое твердое тЬло 
5^ (черт. 90), которое движется относительно другого твер- 
даго т4ла ^,, а это последнее, въ свою очередь, движется 
относительно координатной системы прямоугольныхъ осей 

которую мы будемъ считать неподвижной въ пространств*. 




Движен1е твердаго т-Ьла /8^ по отношенш къ координатной 
систем*, принятой за неподвижную въ пространств*, будемъ 
называть абсолютнымъ движен1емъ этого т*ла и элементы 
этого движенхя, какъ то: его угловую скорость, мгновенную 
винтовую ось, угловое ускоренхе и т. д., будемъ называть 
соответственно абсолютной угловой скоростью, абсолютной 

19* 
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мгновенной винтовой осью, абсолютнымъ угловымъ усворе- 
Н1емъ и т. д. и будемъ обозначать эти элементы соотв-Ьт- 
ствующими буквами съ указателями а внизу, наприм^ръ абсо- 
лютную угловую скорость будемъ обозначать черезъ 

абсолютное угловое ускоренхе черезъ 

Та 
и т. д. 

Движенхе твердаго т*ла 8 относительно т4ла /5, будемъ 
называть омосительнымъ движен1емъ т^ла /8" и угловую 
скорость, угловое ускореше и друг1е элементы этого движе- 
шя — относительной угловой скоростью, относительнымъ угло- 
вымъ ускорешемъ и т. д. и будемъ обозначать ихъ соответ- 
ствующими буквами съ указателемъ г внизу, наприм'Ьръ, 
угловую скорость относительнаго движенхя т*ла 5^ будемъ 
обозначать черезъ 

угловое ускорен1е этого движенхя черезъ 

и Т. д. 

Наконецъ, движенхе той части т4ла /8^1, съ которой въ 
данный моментъ времени совпадаетъ т^ло 8^ будемъ назы- 
вать переноси ымъ движен1емъ посл^дняго^ отв'Ьчающимъ 
этому моменту времени, и элементы этого движешя, какъ 
то: его угловую скорость, угловое ускорен1е и т. д., — пере- 
носной угловой скоростью, переноснымъ угловымъ ускоретемъ 
и т. д. и будемъ обозначать эти элементы соответствующими 
буквами съ указателемъ е, такъ что угловую скорость пе- 
реноснаго движешя будемъ обозначать черезъ 
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угловое ускорен1е этого двпжен1я черезъ 

Те 
и т. д. 

Очевидно, что элементы переноснаго движенхя т-Ьла 5^ со- 
ответственно равны элементамъ абсолютнаго движен1я т^ла 
^8^1 въ соответствую1Ц1й моментъ времени, тавъ что, если мы 
обозначимъ угловую скорость въ движен1и т-Ьла 5, черезъ 

а угловое ускорен1е этого, движен1Я черезъ 

Т, 

то мы будемъ им4ть, что 

Те-Т. 

84. Зная относительное движенхе т4ла 5^ по отношенш 
къ т4лу ^8^1 и абсолютное движенхе посл4дняго или, что все 
равно, переносное движете т^ла ^8 вм^ст^ съ т'Ьломъ >8], 
мы будемъ знать и абсолютное движен1е т'Ьла /8^. 

Въ самомъ д^л*]^; положимъ, что движен1е т^ла /8, задано 
посредствомъ задашя въ фунвщяхъ отъ времени координатъ 

какой-нибудь его точки О, (черт. 91), которую мы прнмемъ 
за его полюсъ, и какихъ-нибудь трехъ независимыхъ па- 
раметровъ, опред'Ьляющихъ косинусы угловъ, образуемыхъ съ 
осями 

0ХУ2 

осями 

о, 3, Т, 2,, 

построенными при точк']^ 0^ и неизменно связанными съ 
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разсматриваемымъ т'ёломъ >^]; обозначимъ эти косинусы, вакъ 
указано въ нижеприведенной таблиц'6: 





2. 


^•, 


2, 


X 


0|1. 


Ьи, 


Си 


г 


«12» 


6„. 


Сп 


2 


«13^ 


К., 


С, а 




Черт. 91. 

Въ такомъ случае, обозначая координаты какой-нибудь 
точки М относительно системы 



черезъ 



0ХГ2 



X, У, ^> 



а ея координаты относительно системы 

О, 2, Т, 2, 
черезъ 

^1» Т^Р С,> 

МЫ будемъ им'Ёть 



(115) 
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т. е. получимъ формулы, по которымъ будемъ въ состояши 
опред&1ить въ фунБЩЯхъ отъ времени координаты любой 
точки т4ла >8'1 въ его абсолютномъ движеши. 

Положимъ зат^мъ^ что относительное движен1е т'Ьла )8^ 
по отношен1ю къ тклу Зг задано посредствомъ задан1я въ 
функщяхъ отъ времени координатъ 



относительно система 



5X2 



какой-нибудь его точки Оз, которую мы примемъ за полюсъ 
т^ла /§1, и какихъ-нибудь трехъ независимыхъ параметровъ, 
опред^^ляющихъ косинусы угловъ, образуемыхъ съ осями этой 
системы, осями системы 



0^2 Г 2, 



построенной при точк']^ О2 и неизм'Ёндо связанной съ т^ломъ 
/5; обозначимъ эти косинусы, какъ указано въ нижеприведен- 
ной таблице: 





Е 


X 


2 


2, 


а,, 


К 


с, 


^, 


«2. 


к 


с. 


2. 


«3, 


*з, 


Сз 



Называя въ такомъ случа*]^ координаты какой-нибудь точки 
Ж, относительно системы 

о, Е. Г. 2., 



по предыдущему, черезъ 



5„ \^ с„ 
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а координаты этой точки относительно системы 

черезъ 

-•1 '(> ■») 

иы будемъ им^ть 



2 



3 



Т. е. получимъ формулы, по воторымъ будемъ въ состоян1и 
опред']6лйть въ фунЕщяхъ отъ времени Еоординаты любой 
точки т4ла /8' въ его относительпомъ движеши, по отноше- 
Н1Ю въ Еоординатной систем']^ 

О.Е,Г,2„ 

Т. е. по отношенш къ тЬлу ;81. 

Обращаясь теперь къ зависимости между координатами 
точки М относительно системы 

0X72 
и относительно системы 

мы можемъ написать^ что 

ж = жоа + Е Со8 (ЗД) + у)Со5 (ТД) + ; С08 (2 Д) 

2/ = Уо.+ ?Со8(3,Г) + у]Со8(Т,Г) + :Со8(2,Г) . . (116) 

^ = ^оа + 5 Со8 (Е,2Г) + гроз (1',^) +^ Со8 (2Д) 

*. е. получимъ формулы, по которымъ найдемъ въ функщяхъ 
отъ времени координаты любой точки т^ла /8^ въ его абсо- 
лютномъ движен1и, если задано относительное движете этого 
т^ла, по отношен1ю къ т^лу б''^ , и абсолютное движете по- 
сл^дняго, ибо въ такомъ случае мы будемъ им'Ъть координаты 
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въ функщяхъ отъ времени, на основанш формулъ (115), 
подъ видомъ 

^02 ^^ ^01 I ^102 ^^11 1 "^Ю^ ^111 '^Юд ^П 
2/02 = Уо, +-102 «12 + ^102 ^2+^102 ^12 
^02 '■^^0^ ~Ь^102 ^13 Т^102^1зЧ"^102 ^'ьЗ 

И девять косинусовъ, входящихъ въ составъ формулъ (116), 
подъ видомъ 

Со8 (Е X) = п,а,^-\-'а.,Ъ,,-^а^с,, 

С08(ГХ) = 6,а,,+Ми + Ми 

Со8 (2 X) = с^а , ^ + Сз^^ , 1 + ^3^1 1 
Со8(Е У) = а,а,,^а,Ь,,-\-а,с,, 

Со8(У1 ) = &1а,2 + 62*12 + *з^12 
(7о8(2Г)= с, а^з + Сзб, 2 + ^3^12 
Со5(Е^Г) = а1а1з + «2*1з + «'пС,з 
Оо§ (Г^ ) = б^а^з + 62*13 + ^3^13 

С08 {ЪХ ) = С,а^з + С2б,з + ^'з^1з 

ПримЪръ 32. Торъ а9 (черт. 92) равномерно вращается 
около своей оси, а эта последняя неизм'&нно связана съ 
твердымъ т-Ьломъ, вращающимся около одной изъ точекъ этой 
оси, причемъ вращен1е твердаго т-Ьла задано, посредствомъ 
заданхя Эйлеровыхъ угловъ, равенствами 

ь = г,г 

6=0, 

при услов1и, что ось тора принята за ось 

координатной системы, неизменно связанаой съ твердымъ 
тЬломъ. 
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Принявъ неподвижную точку оси тора за общее начало 
Еоординатныхъ системъ 

неподвижной въ пространств*, и 




Черт. 92. 

неизменно связанной съ твердынъ т^лонъ, относительно ко- 
тораго вращается торъ, примемъ, согласно услов1ямъ разсма- 
триваемаго примера, ось вращен1я тора за ось 

Полюсъ Оз тора возьмемъ въ его центр*, а неизменно 
связанную съ нимъ координатную систему 

расположимъ такъ, чтобы ось Оа 2 совпадала съ осью 0^ 2х и 
чтобы ось Оз^ въ начальномъ положен1и тора лежала въ 
плоскости 

г, о, Ер 

Въ такомъ случае, называя разстоянхе центра тора отъ 
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неподвижной точки его оси черезъ й?, а уголъ, на который 
торъ поворачивается въ единицу времени, при равномФрномъ 
вращети около его оси, черезъ т? мы видимъ, что коорди- 
наты полюса Оа тора относительно координатной системы 

о. Е , \\ 2, 
будутъ 

И Эйлеровы углы, опред^ляющ1е относительное движете тора, 
т. е. опред^ляющ1е положен1я осей системы 

0,ЕГ2 

по отношен1ю въ осямъ системы 

0,Е,Г,2, 
будутъ 

?1 = 0, ф, =т^ О, =0. 

Въ такомъ случае, мы будемъ им4тъ, что 

а^ ^ = Со8 8^ Со8 е^1 — 8гп г1 8гпг^1 Созо 
6^1 = — Сов г( 8гп г^1 — 8гп г1 Со8г^1 Созо 
с^, = 8гпг1 8гпо 

а^2 = 8гпг1 Соз г^( -|- Созг1 8гпг^1 Созо 
^12 = — 8гп г1 8гп г^1 4" Соз г1. Соз в^( Созо 
^12 = — Соз г( 8г11 о 



и что 



а,з = 8гпг^( 8гп 


> 

:0 




6^3= Созг^(8гп 







с^з =^ Созо 






а^ = Соз 7^ 


й| =^8гп^1 


С^=0 


«2 = — 8^п^^ 


Ь^ = Со« -{1 


С, — 


«3 = 


Ь, = 


Сз = 1 
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и, сл-Ьдовательно, найдемъ абсолютныя координаты полюса 0^ 
разсматриваемаго тора подъ видомъ 











^02 — 


-•к8гпг18гпЬ 










У02-= 


- — к Со8 г! 8гп о 










^02 = 


: к Сон 0, 


а 


косинусы 


угловъ 


между 


осями системы 












о^Егг 


и 


осями 


системы 







()ХГ2 
подъ видоиъ 

Сон (Е Д)= Со$ г1 Сов (е,/ — уО — 'Згп ^ 8т (е,< — ^0 <^08 о 
Сон (Г,Х )== — Со8 е/ 8ш (е/ — 7О — 8т е1 Сов (г,( — уО С^08 8 
Со8(2,,Х)=8гпе(8гпо 

Сов (Н, Г) =;»Ш 6< Ооб' (61^ — 70 + С08 8< 51» (б,^ — X^) С08 8 

Со8(^,Т)^—8гпг^8гп{&^^—^(^)-\-Со8г^Со8{^^—■^^)Со8Ь 
Со8(1,Г)= — Со8е^8тЬ 
Со8 (Е Д) = 8гп (е,/ — уО -^г» о 
Сов (Х,2!) = Соя (е,< — уО ^«** ^ 
(708(2,2;)= (7о8 о 

Им1|я полученные результаты, найдемъ абсолютные воор- 
двваты любой точки тора, по формулаыъ 

ж = аго, + 5 Со8 (2 Д) Н- 7) Со8 (X Д) -|- С Со8 (2 Д) 

г/=уо,+$Со8(а,Г)+г)(/о8(Г,Г)+ССо8(2,Г) 

^ = г„^ -I- 5 Сов (Е,г) + 7] Со8 (Г, ^) + С Со8 (2, 2Г) 

Наприм^ръ, для точки боковой поверхности тора, леясащей 
на оси 0{Е, т. е. ин'Ьющей коордаваты 
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если 



есть рад1усъ тора, будемъ им4ть 

х=:к 8гпг^ 8^пО'^р\Со8г^ Со8(г^( — ^^) — 8гпг18т(г^1-''^1) Со8Ь\ 
у = к Со8г18гпЪ-^р \8гпг1 Со8(г^1 — -[1)'^-Со8г18т(г^1—^1) Со8Ы 
г^=^к Со8 о + р 8гп (г^ Ь — -^1) 8гп о 

85. Творена. Угловая скорость абсолютнаго двиоюепгя 
твердаго ттьла есть геометрическая сумма угловыхъ скоро- 
стей его относительнаго и переноснаго движенгй. 

Им-Ья въ виду, что величина и направлеше угловой ско- 
рости не зависятъ отъ выбора полюса, мы можемъ, не на- 
рушая общности разсматриваемой нами теоремы, принять, что 
какъ полюсъ твердаго т-Ьла /?р тавъ и полюсъ твердаго 
Т'Ьла /8^, оба лежатъ въ начал'Ь неподвижной координатной 
системы (черт. 93). Взявъ какую-нибудь точку М твердаго 




Черт. 93. 

т4ла /§, мы видимъ, что она совершаетъ относительное дви- 
жете по отношешю къ т-Ьлу ч^^, совершаетъ переносное дви- 
жете вм'Ьст* съ той точкой т-Ьла 6^1, съ которой она совпа- 
даетъ въ данный моментъ времени, и, наконецъ, совершаетъ 
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абсолютное движен1е, по отношев1Ю къ неподвижной коорди- 
натной систем']^ 

О X У 2, 
въ пространств'Ь. 

Называя скорости абсолютнаго, относительнаго и пере- 
носнаго движешй точки М соответственно черезъ 



мы будемъ им'Ьть 



^а=^ + ^в 



Но такъ какъ, при всЬхъ трехъ движешяхъ точки Ж, въ 
т^лахъ, въ которыхъ эти движен1Я происходятъ, имеется не- 
подвижная точка, то, называя угловыя скорости абсолютнаго, 
относительнаго и переноснаго движенхй т']&ла ^^^ соотв']^тственно 
черезъ 





%. 


«>г " ^е 




мы будемъ им4ть 










^а^ 


'^^ж(">а)о 






^г = 


^жЮо 






^е = 


■ Щ[ (<«е )о 




и, следовательно, получимъ 


, ЧТО 




%/К)о 


= М 


Л/('"г)о + ^жК 


)о. 


откуда будемъ им^ть, 


что 








«»« = 


= "'г+«>е' 





ЧТО и доказываетъ предложенную теорему. 

86. Поважемъ^ каквмъ образомъ можно найти положен1е 
мгновенной винтовой оси абсолютнаго движен1Я твердаго тЪла, 
когда известны положен1я мгвовенныхъ винтовыхъ осей его 
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ртносительнаго и переноснаго движенШ и угловыя скорости 
этихъ движешй. 

Положимъ, что прямая ^т (терт. 94) представляетъ мгно- 
венную винтовую ось относительнаго движешя н4котораго 
твердаго т-Ьла /5, а прямая ^е. мгновенную винтовую ось пере- 
носнаго движен1я этого тЬла или, что все равно, мгновенную 
винтовую ось движен1я того т4ла ^8^1, по отношен1ю къ ко- 
торому мы разсматриваемъ относительное движенхе т'Ьла ^8. 




Черт, 94. 

Посгроимъ прямую АВ, по которой измеряется кратчайшее 
разстоянхе между разсматриваемыми осями и разсмотримъ 
абсолютную скорость 



какой-нибудь точки Ж тЬла >5, лежащей на этой прямой. 
Называя относительную и переносную скорости этой точки 
соотв-Ьтственно черезъ 



г;,, и V 



е ' 



МЫ будемъ им4ть 



'^а = ^г + ^е 



Имея загЬмъ въ виду, что вообще скорость точки твер- 
даго Т'Ьла есть геометрическая сумма ея скорости скольжен1я 
и ея вращательной скорости около мгновенной винтовой оси 
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и называя скорость свольжев1я въ относительномъ движен!» 
твердаго т'Ьла черезъ 

Г, О' 

а вращательную скорость какой-нибудь его точки, при этомь 
движеши, черезъ 

и скорость скольжен1я твердаго т4ла, при его переносномь 
движеши, черезъ 

а вращательную скорость какой-нибудь его точки, при этомъ 
движен1и, черезъ 

мы будемъ им4ть 
и 

и, сл'Ьдовательно, получимъ, что 

Уа = ^г,а+ V + ^г + ^е . 

Разсматривая правую часть этого равенства, мы видимъ,. 
что всЬ векторы, входящхе въ ея составъ, перпендикулярны 
къ прямой А В, а. следовательно и 

Т. е. приходимъ къ заключевхю, что абсолютныя скорости 
всЬхъ точекъ разсматриваемаго нами т^ла /5, лежащихъ на 
прямой АВ, перпендикулярны къ этой прямой, но такъ какъ 
и мгновенная винтовая ось абсолютнаго движен1я т4ла /5^ 
должна быть къ ней перпендикулярна потому, что 

«>а = «>г + «>«, 
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а 

{»)г I ЛВ 
и 

10е±АВ, 

ТО мы можемъ на прямой АВ найти такую точку т-Ьла 5, 
абсолютная скорость которой будетъ параллельна угловой 
скорости 

И черезъ эту точку и будетъ проходить, следовательно, мгно- 
венная винтовая ось абсолютнаго движен1л. 

Для того же, чтобы найти упомянутую точку, замФтимъ, 
что въ ней проекщя скорости 

на направлеше Л, перпендикулярное къ угловой скорости ш^ 
и къ прямой АВ, должна быть равна нулю, т. е. что въ 
этой точк']^ мы будемъ им'^^ть 

г?г,о Со8 (г;г,а, Ь.) + ^е,о Соз (г;е,о, А) -|- гог Со8 {гог^ к) + 

+ гоеСо8{и;е^Н) = (117) 

Положимъ, что искомая точка будетъ О (черт. 95), на- 
зовемъ ея разстоянхе отъ точки А черезъ 




а разстоян1е между точками А и В черезъ 

к 



20 
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и дам^тимъ, что, для этой точки, 

и 

и?е = Мс (а>е )в = (Ое (й — х) 

Въ тавомъ случа'Ьу принимая во вниманхе, что 

Со8 (V^,а , А) = — 8гп (шг, Юа ) 
Со8 (Vе,9 , А) = 8гп ((ое, (о^ ) 
Са8 (гог , /г) = — Соз (шг, ша ) 
Со8 {и)е , й) = Со8 ((Ое, (о» ), 

мы моавемъ равенство (117) представить подъ видомъ 

— V^,о вгп (шг, и>а ) + ^е,о 8гп (ше, (Оа ) — Шг ж С05 (шг, <*>а ) + 
+ (Ое (А; — д;) С08 ((Ое, а)а) = О, 

откуда будемъ им4ть, что 

_ ^е^^^^ (^е, <^о ) -- ^г,д ^*'^ (^г, ^а ) + %а ^*^ (">г., ^а) 

И такимъ образомъ найдемъ положенхе точки С, черезъ 
которую проходить мгновенная винтовая ось абсолютнаго 
движешя разсматриваемаго нами т^ла. 

87. Теорема. Угловое ускореше абсолютнаго движешя 
твердаго тгьла есть геометрическая сумма угловыхъ уско- 
реши его относительнаго и переноснаго движенгй и добавоч- 
наю углового ускоретя, равнаю площади параллелограма, 
построеннаго на угловыхъ скоростяхъ относительнаго и 
переноснаго движенгй разсматриваемаго тгьла и направлен- 
наю по перпендикуляру кг этой площади такъ, чтобы^ 
вставь по его направленгю вг концгь относительной угловой 
скорости, наблюдатель увидалъ переносную угловую скорость 
направленной слпва направо. 

Им^я въ виду, что величина и направлеше углового 
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ускорев1я твердаго т^ла не зависитъ отъ выбора его полюса, 
мы можемъ^ нисколько не нарушая общности разсматриваемой 
теоремы, предполагать оба полюса, какъ того тЬла /8^, отно- 
сительное движен1е котораго мы разсматриваемъ, такъ и 
того гЬла /8^1, по отношен1ю къ которому движется т^ло 5, 
находящимися въ начале координатъ неподвижной коорди- 
натной системы. 

Называя угловыя скорости абсолютнаго, относительнаго и 
переноснаго движен1й т'Ьла ^8 соответственно черезъ 

а)а, (Ог и в)в, 

мы будемъ им-^ть, что, въ любой моментъ времени ^^ 

(Оа = Шг + о>е 

и, следовательно, для безконечно малаго промежутка времени 
прилегающаго къ этому моменту, получимъ 

Дша == Да>г Н" ^<^е ' 

откуда найдемъ, что 

Лш^ Дш, Дш^ 



д* — Л* п- Де 
И, следовательно, для момента времени ^, будемъ им^ть 

ДШд До)^ Дш^ 

^^^ -дГ = ^^"^ ~КГ + ^^^ -дГ" 

Разсматривая это равенство и обозначая угловыя уско- 
рен]я абсолютнаго, относительнаго и переноснаго движешй 
тела /8 соответственно черезъ 

МЫ видимъ, что 

Ыт -тг- =Та 



д^ 



20* 



01д1112ес] Ьу 



Соо§1е 



и что 



— 308 — 



^^^ ~КГ ~'^^ ' 



что же касается выраженш 

то относительно него нельзя сказать, что оно равняется 
ибо векторъ 

является хордой годографа относительной угловой скорости 
не въ относительномъ движеши т^ла /8", а годографа этой 
скорости, построеннаго въ неподвижномъ пространств']^. 
Принимая 60 вниман1е это зам^чанхе, построивъ упомя- 
нутый годографъ ЕР (черт. 96) при начал* неподвижной 




Черт. 96. 

координатной системы и называя скорость его точки Л, лежа- 
щей въ конц']^ угловой скорости о>г , въ разсматриваемый 
моментъ времени, черезъ 



^}г 



мы ножемъ написать^ что 



1т -^ 
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Что касается точки А, то ея движен1е по годографу Е!" 
является ея абсолютнымъ движенхемъ и можетъ быть раз- 
«матриваемо, какъ составное изъ ея относительнаго движешя 
въ т^л-Ь /5 и переноснаго движен1я вм4ст* съ этимъ гЬломъ, 
А потому, называя относительную скорость этой точки черезъ 

а ея переносную скорость черезъ 

ны будетъ им'Ьть, что 

при чемъ 

ибо это есть скорость н4которой точки въ переносномъ 
движен1и т4ла /5 около неподвижной точки О. На основаши 
вышеизложеннаго, мы будемъ им4ть, что 

Та ==^ Тг "т~ Те "г Тс , 
гд* 

и, сл']&довательно, наша теорема доказана. 

Принимая во вниман1е; что 

Тс= М}1((0е) = ше «>г 13гп ( о>е , «>г ), 

мы видимъ, что 

во-первыхъ, когда 

(Ое = О, 
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ш,- = О 
(Об II «);• ; 



во вс^хъ этихъ случадхъ 

Та = Тг + Тс . 

Такинъ образонъ, угловое ускорен1е абсолютнаго движен1я 
твердаго т'Ьла есть геометрическая сумма угловыхъ ускоренШ 
его относительнаго и переноснаго движен1Ё, когда его отно- 
сительная угловая скорость равна нулю или когда его пере- 
носная угловая скорость равна нулю или же когда эти 
угловыя скорости взаимно параллельны. 

Прим'Ьръ 33. Определить угловую скорость и угловое 
ускореше тора (черт. 97), вращающагося съ угловой скоростью 




Черт. 97. 

около его оси, установленной въ кольце, вращающемся, въ 
свою очередь, съ угловой скоростью 

около оси, пересекающейся съ осью тора въ его центре. 
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Угловая скорость абсолютнаго движен1я тора опред'&питсд 
равенствомъ 

^а = «^г +^«с 

и, сл-Ьдовательно, мы будемъ им-Ьтб, что 

^а ===]/" <«>г + ^'4 + 20)^ о>е ^^^ (^г у "^е ) 

Мгновенная винтовая ось абсолютнаго движен1я тора 
^удетъ направлена по д]агонали параллелограма, построен- 
наго на угловыхъ скоростяхъ 

Угловое ускорен1е абсолютнаго движения тора определится 
равенствомъ 

при чемъ 

и направлено по оси тора, 

И направлено по оси кольца и 

Тс = а>г <*>е ^^^ (^г , ^е ). 

и направлено по перпендикуляру къ плоскости осей кольца 
и тора. Следовательно, 

Въ случае, если. вращен1е тора и вращенхе кольца оба 
равномерны, то 

О)/ =«>/=: О 

и угловое ускорен1е абсолютнаго вращешя тора будетъ 

ПриМ'Ьръ 34. Определить угловую скорость и угловое 
ускорен1е абсолютнаго движенхя прямого кругового ци- 
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линдра /5 (черт. 98), вращающагося около его оси съ угло- 
вой скоростью 

при услов1и, что эта ось установлена въ рам']^, которая сама 
вращается съ угловой скоростью 




Черт. 98. 

около оси, параллельной оси цилиндра и лежащей отъ нея 
на разстояши 

Угловая скорость абсолютнаго вращен1я будетъ 

«>а = «>г + «>е ; 

мгновенная винтовая ось будетъ параллельна оси цилиндра^ 
и будетъ лежать въ плоскости осей рамы и цилиндра на. 
разстоянш 

X = 



(^а 



^г + % 

отъ последней. 

Угловое ускореше абсолютнаго вращен1я цилиндра будетъ. 
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Друпя сочинешя того же автора. 

Опытъ ^ементарной теорш Вейерштрассовыхъ функ- 
ц1и ри, Си и си съ приложенГемъ статьи объ эллипти- 
ческихъ функшяхъ зпи, спи и апи. 1898 г. Ц 2. р. 

О поверхности, испытывающей наименьшее сопро- 
тивлен1е, при движен1и въ сопротивляющейся сред-Ь 
1904 г. Ц. 1 р. 50 к. 
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